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Préface des Traducteurs 


S’il arrive qu’un grand mathématicien ait des préoccupations pédagogiques, 
il est rare qu’il trouve le temps d’écrire une série d’ouvrages couvrant la quasi¬ 
totalité de la formation mathématique de base, c’est-à-dire prenant l’étudiant 
à la sortie du lycée et le conduisant au seuil de la recherche. C’est pourtant ce qu’a 
fait Serge Lang. 

Ces livres reflètent le souci de lier la compréhension à la pratique et sont con¬ 
çus dans un style remarquablement adapté au travail personnel: la clarté et la 
simplicité avec laquelle l’auteur sait aborder chaque sujet, sa volonté délibérée 
de proposer un grand nombre d’exercices d’application immédiate surprendront 
le lecteur français. Pour ne pas sombrer dans l’abstraction et la généralité abu¬ 
sives, les fondements théoriques suivent bien souvent l’approche pratique d’une 
notion nouvelle et c’est d’une grande efficacité. Toutefois, ces qualités ne s’exer¬ 
cent pas aux dépens de la profondeur: mathématicien de grande renommée, 
Serge Lang s’est servi de toutes les notions qu’il enseigne ; il en connaît les fonde¬ 
ments et les applications, d’où la richesse et l’intérêt exceptionnel des exercices 
et des exemples proposés. C’est aussi la volonté de l’auteur de présenter chaque 
notion de façon suffisamment autonome qui permet la publication en fascicules*, 
s’intégrant parfaitement dans un projet global. 

Tout au long de ses études et quel que soit son niveau, l’étudiant trouvera dans 
les Cours de Serge Lang l’outil qu’il recherche. 


Villeurbanne, le 26 mai 1975 
Les traducteurs 


* .... and 1 hâve frequently committed the crime of lèse-Bourbaki by repeating short arguments or 
définitions to make certain sections or chapters logically independent of each other. (S. Lang, Préface 
de Algebra.) 




Préface 


Avec Algèbre linéaire, ce livre constitue l’exposé du programme d’algèbre des 
premiers cycles des enseignements supérieurs et de la licence. 

Séparer l’algèbre linéaire des autres structures fondamentales correspond aux 
tendances actuelles de l’enseignement propédeutique, tendances que j’approuve. 
J’ai construit le présent ouvrage comme se suffisant à lui-même, mais il vaut proba¬ 
blement mieux -que les étudiants abordent d’abord le cours d’algèbre linéaire, 
avant de rencontrer les notions plus abstraites de groupes, anneaux et corps, et 
le développement de leurs propriétés fondamentales. Certaines parties de ce livre 
sont également traitées dans Algèbre linéaire, puisque dans ce dernier livre, 
j’ai voulu mettre en évidence certains faits concernant les groupes de matrices et 
les anneaux d’endomorphismes. Cependant, on insiste ici sur des aspects tout à 
fait différents. 

Un cours d’algèbre est également un bon endroit pour initier les étudiants 
au langage couramment utilisé en mathématiques concernant ensembles et appli¬ 
cations, jusqu’au lemme de Zorn inclus. J’ai inséré dans cet esprit, un chapitre sur 
les ensembles et les cardinaux qui est plus développé que l’habitude. Une des 
raisons en est que les propositions ici démontrées ne sont pas faciles à trouver dans 
la littérature, hormis dans des livres de théorie des ensembles, d’un niveau technique 
élevé. Ainsi le chapitre VII fournira des matériaux intéressants supplémentaires, 
si l’on en a le temps. Cette partie du livre, ainsi que l’appendice et la construction 
des nombres réels et complexes, peut également être considérée comme un cours 
présentant, brièvement et naïvement, des objets mathématiques fondamentaux. 

En mathématiques, un texte d’introduction élémentaire, comme celui-ci, 
devrait être simple et toujours fournir des exemples concrets en même temps qu’il 
développe la théorie (ce qui explique que j’utilise les nombres réels et complexes 
comme exemples avant de les avoir rigoureusement construits). Le désir d’éviter 
des proportions encyclopédiques, des développements trop spécialisés et de faire 
un ouvrage court expliquent l’omission de quelques théorèmes qui manqueront à 
certains enseignants souhaitant les inclure dans l’exposé. Les étudiants exception¬ 
nellement doués peuvent toujours suivre des enseignements d’un niveau plus 
élevé, et on peut utiliser avec eux des textes plus exhaustifs et d’un niveau supérieur 
faciles à trouver. 

Serge Lang 
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CHAPITRE I 


Les entiers 


§ 1 . Terminologie ensembliste 

Une collection d’objets est appelée un ensemble. Un objet de cette collection 
est aussi appelé un élément de l’ensemble. Il est en pratique utile d’utiliser des sym¬ 
boles courts pour désigner certains ensembles. Nous notons, par exemple, Z l’en¬ 
semble de tous les entiers, i.e. tous les nombres du type 0, ±1, ±2,... Au lieu de 
dire que x est élément de l’ensemble E, nous disons fréquemment que x est dans E 
et nous écrivons xe E. Nous avons par exemple 1 e Z et aussi —4e Z. 

Si E et E' sont des ensembles, et si tout élément de £' est un élément de E, nous 
dirons que E' est un sous-ensemble de E. Ainsi l’ensemble des entiers positifs {1,2,3,...} 
est un sous-ensemble de l’ensemble de tous les entiers. Dire que E' est un sous- 
ensemble de E, c’est dire que £' est une partie de E. Remarquons que notre défini¬ 
tion du sous-ensemble n’exclut pas la possibilité que £' = £. Si £' est un sous- 
ensemble de £, mais si £' # £, nous dirons que £' est un sous-ensemble propre 
de £. Ainsi Z est un sous-ensemble de Z, et l’ensemble des entiers positifs est un 
sous-ensemble propre de Z. Pour noter que £' est un sous-ensemble de £, nous 
écrivons £' c: £, et nous disons que £' est contenu dans £. 

Si £i et Ei sont des ensembles, Yintersection de E t et de E 2 , notée £, n E 2 , 
est l’ensemble des éléments qui sont à la fois dans £, et dans £ 2 . Par exemple, 
si £, est l’ensemble des entiers ^ 1, et si £ 2 est l’ensemble des .entiers g 1, alors 

£i n£ 2 = {1} 


(ensemble constitué du nombre 1). 

La réunion de E y et de £ 2 , notée £, u £ 2 est l’ensemble des éléments qui sont 
dans Ei ou dans £ 2 . Par exemple, si E x est l’ensemble des entiers ^ 0 et si £ 2 est 
l’ensemble des entiers 2; 0, alors E x u E 2 = Z est l’ensemble de tous les entiers. 

Nous voyons que certains ensembles sont constitués d’éléments décrits par 
certaines propriétés. Si un ensemble n’a pas d’éléments, il est appelé ensemble vide. 
Par exemple, l’ensemble de tous les entiers x tels que x > 0 et x < 0 est vide, car 
il n’existe aucun entier qui soit tel. 

Si £ et £' sont des ensembles, nous notons £ x £' l’ensemble de tous les couples 
(x, x') où x e £ et x' e £'. 
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§ 2 . Propriétés fondamentales 

On connaît si bien les entiers qu’il serait un peu fastidieux d’en donner une 
axiomatique tout de suite. Nous supposerons donc que le lecteur est au fait des 
propriétés élémentaires de l’arithmétique (recouvrant addition, multiplication, 
inégalités) habituellement enseignées dans l’enseignement secondaire. Le lecteur 
verra plus tard dans ce livre comment on peut axiomatiser de telles règles (voir, 
par exemple, le chapitre sur les anneaux pour les règles concernant l’addition et 
la multiplication, et le chapitre concernant l’ordre pour ce qui est des règles concer¬ 
nant les inégalités). 

Donnons explicitement une propriété des entiers que nous prendrons comme 
axiome sur leur ensemble, et que nous appellerons le bon ordre. 

Tout ensemble non vide d'entiers ^ 0 possède un plus petit élément. (Cela signifie: 
si S est un ensemble non vide d’entiers positifs ou nul, alors il existe un entiers ne S 
tel que n g x pour tout xeS.) 

En utilisant ce bon ordre, nous allons démontrer une autre propriété des entiers 
appelée propriété de récurrence. Elle se présente sous plusieurs formes. 

Récurrence: première forme. Supposons que, pour tout entier n 5; 1, nous 

nous sommes donnés une assertion A(n), et que nous pouvons démontrer les deux 

propriétés suivantes: 

(1) l'assertion A(l) est vraie, 

(2) pour tout entier n 1, si A(n) est vraie, A(n + 1) est vraie. 

Alors, pour tout entier n ^ 1, l'assertion A(n) est vraie. 

Démonstration. Soit E l’ensemble de tous les entiers positifs n pour lesquels 
l’assertion A(n) est fausse. Nous allons démontrer que E est vide, i.e. qu’il n’y a 
aucun élément dans E. Supposons qu’il y a un élément dans E. Du fait du bon 
ordre, il existe un plus petit élément n 0 dans E. Par hypothèse n 0 # 1, et par consé¬ 
quent n 0 > 1. Puisque n 0 est le plus petit élément de E, n 0 — 1 n’est pas dans £; 
en d’autres termes, l’assertion A(n 0 - 1) est vraie. Mais, d’après la propriété (2), 
/l(«o)»c's! également vraie puisque 


n o — (n o — 1) + 1. 


11 y a là une contradiction, qui prouve ce que nous voulions démontrer. 
Exemple. Démontrons que pour tout entier n 2: 1 ,A(n): 


1 + 2 + - + n - 


n(n + 1) 


est vraie. C’est certainement vrai pour n = 1, puisque 

, _ 1(1 + 1 ) 


2 
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Supposons que notre équation soit vérifiée pour un entier n 2: 1. Alors 

1 +■•• + » + (n + 1) = " ( " 2 4 11 + (n + 1) 

= n(n + 1) + 2 (n + 1) 

2 

(n + l)(n + 2) 

2 

Nous avons ainsi démontré les deux propriétés (1) et (2) pour les assertions notées 
A{n); nous déduisons par récurrence que A(n) est vraie pour tout entier n ^ 1. 

Remarque. Dans l’énoncé de la récurrence, on peut remplacer partout 1 par 0 
sans avoir à modifier la démonstration. 

La seconde forme de la récurrence est une variante de la première. 

Récurrence: deuxième forme. Supposons que pour tout entier n ^ 0, nous 

nous sommes donnés une assertion A(n), et que nous pouvons démontrer les deux 
propriétés suivantes: 

(1') l'assertion A{0) est vraie, 

(2') pour tout entier n > 0, si A(k) est vraie pour tout entier k tel que 0 ^ k < n, 
alors A(n) est vraie. 

Alors, pour tout entier n ^ 0, l'assertion A(n) est vraie. 

Démonstration. Soit encore E l’ensemble des entiers ig 0 pour lesquels l’assertion 
est fausse. Supposons que E ne soit pas vide, et soit n 0 le plus petit élément de E. 
Par hypothèse (1') n 0 # 0, et puisque n 0 est le plus petit élément de E, pour tout 
entier k tel que 0 ^ k < n 0 l’assertion A(k) est vraie. D’après (2') A(n 0 ) est vraie, 
contradiction qui démontre la seconde forme de la récurrence. 

Comme exemple de la seconde forme de la récurrence, nous allons démontré 
une proposition connue sous le nom d'algorithme d'Euclide. 

Théorème 1. Soient m et n des entiers g: 0, et m > 0. Il existe alors des 
entiers q et r, g 0, avec 0 ;£ r < m tels que 

n = qm + r. 

Les entiers q et r sont déterminés de manière unique par ces conditions. 

Démonstration. Démontrons l’existence de ces entiers par récurrence su n. 
Si n — 0, nous posons q = r = 0. Supposons n > 0. Si n < m, nous posons encore 
q = 0 et r = n. Si n g m, alors 0 ^ n - m < n. Par hypothèse de récurrence, 
on peut trouver des entiers q t et r positifs ou nuis tels que 


Alors 


n — m = q\tn + r. 


n = m + qim + r = (1 + q t )m + r. 
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On a ainsi démontré l’existence des entiers q et r cherchés. 

Quant à l’unicité, supposons que 

n = q x m + r u 0 ^ r t < m 
n = q 2 m + r 2 , 0 ^ r 2 < m 

Si r, # r 2 , par exemple si r 2 > r u nous obtenons par soustraction 

(</i - <h)m = r 2 - r,. 


Mais r 2 — r, < m et r 2 — r, > 0. Cela est impossible puisque q , - q 2 est un 
entier, et qu’ainsi (q, — q 2 )m > 0 implique (g t - q 2 )m ^ m. Nous en déduisons 
que r, = r 2 . Mais alors q,m — q 2 m, donc q x = q 2 . Ce qui prouve l’unicité, et 
achève la démonstration de notre théorème. 

Remarque. Le théorème 1 n’exprime rien d’autre que le résultat de la division 
de n par m. Nous appellerons r le reste de la division de n par m. 


Exercices 


1. Si n et m sont des entiers â 1 et si n ^ m, on définit les coefficients binomiaux 


ml m\(n — m)\ 


Comme d’habitude, n! = n ■ (n — 1) ... 1 est le produit des n premiers nombres entiers. On 
poseO! = 1 et 


1 . 


Démontrez que 


n \ / n\ (n + 1 

m — 1 l m, 


2. Démontrez par récurrence que pour tous entiers x et y nous avons 


(x + y)" = ( n )x‘y" '. 


Le signe de sommation signifie ici 


y + I , )xy" ' + 


V " 2 + + x". 
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§ 3 . Plus grand commun diviseur 

Soient n et d des entiers non nuis. Nous disons que d divise n s’il existe un entier q 
tel que n = dq. Nous écrivons alors d\n. Si m et n sont des entiers non nuis, nous 
entendons par diviseur commun à m et n tout entier d # 0 tel que d\n et d\m. Par 
plus grand commun diviseur de m et de n, nous entendons tout entier d > 0 qui 
est un diviseur commun et tel que, si e # 0 est un diviseur de m et de n, alors e\d. 
Nous voyons qu’un tel plus grand commun diviseur existe toujours. On vérifie 
immédiatement qu’un plus grand commun diviseur est déterminé de manière unique. 

Soit J un sous-ensemble de l’ensemble des entiers. Nous disons que J est un 
idéal s’il possède les propriétés suivantes: 

L’entier 0 est dans J. Si m et n sont dans J, m + n est dans J. Si m est dans J 
et si n est un entier quelconque, alors nm est dans J. 

Exemple. Soient m u ...,m r des entiers. Soit J l’ensemble de tous les entiers qui 
peuvent s’écrire sous la forme 


X\m i + - + x r m r 


oü Xi,...,x, sont des entiers. On vérifie alors immédiatement que J est un idéal. 
En effet, si y u ...,y r sont des entiers 

(xim, + - + x r m r ) + (yim, + - + y r m r ) - (xi + yÀm^ + - + (x r + y r )m r 


est dans J. Si n est un entier 

nfxiWi + - + x r m r ) — nximi + - + nx r m r 


est dans d. Enfin, 0 = 0m, + + Om, est dans d, et J est un idéal. Nous disons que J 

est engendré par m,,...,m r , et que en sont des générateurs. 

Remarquons que {0} est lui-même un idéal, appelé idéal nul ou idéal zéro. 
Z est lui aussi un idéal, dit idéal unité. 

Théorème 2. Soit J un idéal de Z. Il existe alors un entier d qui est généra¬ 
teur de J. 

Démonstration. Si J est l’idéal nul, 0 en est un générateur. Supposons J # {0}. 
Si ne J. —n = ( — 1 )« est aussi dans J, donc J contient au moins un entier positif. 
Soit d le plus petit entier positif contenu dans J. Nous affirmons que d est un géné- 
rateurde J. Pour le voir, considérons un n e Jet écrivons n = dq + ravecO ^ r < d. 
Alors r = n — dq est dans J, et puisque r < d. il s’ensuit r = 0. Cela prouve que 
n = dq et par conséquent que d est un générateur, comme on voulait le démontrer. 

Théorème 3. Soient m, et m 2 des entiers positifs. Soit d un générateur 
positif de l'idéal engendré par m\ et m 2 . Alors , d est un plus grand commun diviseur 
de m, et de m 2 - 
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Démonstration. Puisque m, est dans l’idéal engendré par m, et m 2 (car 
m, = 1 ith + 0m 2 ), il existe un entier q, tel que 

m, = q x d 

et par suite d divise m]. De la même manière, d divise m 2 . Soit e un entier non nul 
divisant à la fois m { et m 2 de sorte que, par exemple, 

m x = h,e et m 2 = h 2 e 

où h] et h 2 sont des entiers. Comme d est dans l’idéal engendré par m, et m 2 , il 
existe des entiers s, et s 2 tels que d — s,m, + s 2 m 2 et par suite 

d = Sih t e + s 2 h 2 e = (s^h i + s 2 h 2 )e. 

11 en résulte que e divise d, et notre théorème est démontré. 

Remarque. On peut faire exactement la même démonstration pour plus de 
deux entiers. Par exemple, si m t ...., m r sont des entiers non nuis et si d est un géné¬ 
rateur positif de l’idéal engendré par m. . d est un plus grand commun divi¬ 

seur de m u ...,m r . 

Lorsque le plus grand commun diviseur des entiers m u ...,m r est 1, on dit 
que ces entiers sont étrangers ou premiers entre eux. Si tel est le cas, il existe des 
entiers x u ...,x r tels que 

,x i /m i + - + x r m r = 1 

puisque 1 appartient à l’idéal engendré par m u ---,m r . 

§ 4 . Unicité de la décomposition 

Par définition un nombre premier p est un entier 5: 2 tel que, si p = mn où m 
et n sont des entiers positifs, alors m = 1 ou n — 1. Les plus petits entiers premiers 
sont 2, 3, 5, 7, 11 ... 

Théorème 4. Tout entier positif n f.2 peut s'exprimer comme produit de 
nombres premiers (non nécessairement distincts ) 

n = Pi - p r , 

déterminés de manière unique à une permutation près. 

Démonstration. Supposons qu’il existe au moins un entier ^ 2 qui ne peut 
pas s’exprimer comme produit de nombres premiers. Soit m le plus petit élément 
de l’ensemble des entiers de ce type. En particulier, m n’est pas premier, et nous 
pouvons écrire m = de pour des entiers d et e > 1. Mais alors de te sont plus petits 
que m, et étant donnée la manière dont m a été choisi, nous pouvons écrire 

d = p i Pr et e = q, - q s 

où p u ...,p n qi,...,q s sont des nombres premiers. Ainsi 

m — de = Pi -p r qi - q s 
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s’exprime comme produit de nombres premiers, contradiction qui démontre que 
tout nombre entier positif 2 peut s’exprimer comme produit de nombres premiers. 

Il faut maintenant montrer l’unicité de cette décomposition, ce qui nécessite le 
lemme suivant: 

Lemme. Soit p un nombre premier et soit m et n des entiers non nuis tels que p 
divise mn. Alors p\m ou p\n. 

Démonstration. Supposons que p ne divise pas m. Le plus grand commun 
diviseur de p et de m est alors 1, et il existe des entiers a et b tels que 

1 = ap + bm. 

(Utilisez le théorème 3.) En multipliant par n, il vient 

n = nap + bmn. 

Mais il existe un entier c tel que mn = pc et par suite 

n = (na + bc)p, 

p divise donc n, ce qu’il fallait démontrer. 

On va appliquer ce lemme lorsque p divise un produit de nombres premiers 
<7i - q s . Dans ce cas, p divise q, ou p divise q 2 -q s ■ Si p divise q t , alors p = q,. Sinon, 
on procède par récurrence pour en conclure que dans tous les cas, il existe un entier i 
tel que p = q t . 

Supposons maintenant que nous avons deux produits de nombres premiers 

P i -Pr = <7i •"«*• 

D’après ce que nous venons de voir, nous pouvons ré-indexer les entiers q u ..., q s et 
supposer que p i = q t . En simplifiant par q j, on obtient 

Pi - Pr = qi - q s - 

En procédant par récurrence, nous en concluons, par ré-indexation des entiers 
q u ..., q s , que nous avons r = s, et p, = q t pour tout i. Cela prouve l’unicité. 

Lorsqu’on exprime des entiers comme produits de nombres premiers, il convient 
de regrouper les facteurs premiers égaux. Soit donc n un entier > 1, et soient 
Pi,..., p r les nombres premiers distincts divisant n. Il existe alors des entiers uniques 
m u ..., m r > 0 tels que 

n = p7‘ - p? r - 

Nous faisons la convention usuelle que pour tout entier non nul x, x° = 1. Ainsi, 
étant donné un entier positif n, nous pouvons écrire n comme produit de puissances 
de nombres premiers distincts pi,...,p r : 

n = p7‘ - p™^ 

où les exposants mi, ..., m r sont des entiers positifs ou nuis, etdéterminés de manière 
unique. 
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L’ensemble des fractions m/n où n # 0 est appelé ensemble des nombres rationnels 
et est noté Q. Nous supposons pour l’instant que le lecteur connaît cet ensemble. 
Nous montrerons plus loin comment construire Q à partir de Z, et comment en 
établir les propriétés. 

Soit a = m/n un nombre rationnel, n # 0, et supposons a / 0, donc m # 0. 
Soit d le plus grand commun diviseur de m et de n. Nous pouvons donc écrire 
m = dm' et n — dn', où m! et n' sont premiers entre eux. Ainsi 

_ m' 
n' 

Si nous exprimons maintenant m' = p\' - p‘; et n' = q{' - qi' comme produits 
de nombres premiers, nous obtenons une factorisation de a lui-même, et nous re¬ 
marquons qu’aucun p v n’est égal à un q„. 

Si un nombre rationnel est exprimé sous la forme m/n où m et n sont des entiers, 
n # 0 et m et n premiers entre eux, nous disons que n est le dénominateur du nombre 
rationnel et que n en est le numérateur. À l’occasion et par abus de langage, lorsqu’on 
écrit un quotient m/n où m et n ne sont pas nécessairement premiers entre eux, 
on appelle encore n un dénominateur de la fraction. 

§ 5 . Relations d’équivalence et congruences 

Soit E un ensemble. Nous entendons par relation d'équivalence dans E une rela¬ 
tion notée x ~ y, entre certaines paires d’éléments de JS, satisfaisant aux conditions 
suivantes: 

RE 1. On a x ~ x pour tout x e E. 

RE 2 . Si x ~ y et y ~ z, alors x ~ z. 

RE 3. Si x ~ y, alors y ~ x. 

Supposons que nous avons une telle relation d’équivalence dans E. Étant 
donné un élément x de E, soit C x l’ensemble de tous les éléments de E équivalents 
à x. Tous les éléments de C x sont alors équivalents entre eux, comme on le voit 
à partir des trois propriétés précédentes. (Vérifiez-le en détail.) De plus, vous vérifiez 
aussi immédiatement que si x et y sont des éléments de £, alors ou bien C x = C y , 
ou bien C x et C y n’ont aucun élément commun. Chaque C x est appelé classe d'équi¬ 
valence. Nous voyons que notre relation d’équivalence détermine une décomposition 
de E en classes d’équivalence disjointes. Tout élément d’une classe est appelé 
représentant de cette classe. 

Le premier exemple que nous donnons de cette notion de relation d’équivalence 
est la notion de congruence. Soit n un entier. Soient x et y des entiers. Nous disons 
que x est conç/ru à y modulo n s’il existe un entier m tel que x — y = mn. Cela signi¬ 
fie que x - y se trouve dans l’idéal engendré par n. Si n # 0, cela signifie aussi que 
x - y est divisible par n. Nous" notons la relation de congruence de la manière 
suivante: 


x = y (mod n). 
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On vérifie immédiatement que c’est une relation d’équivalence, c’est-à-dire que les 
propriétés suivantes sont vérifiées: 

(a) On a x = x (mod n). 

(b) Si x = y et y = z (mod n), alors x = z (mod n). 

(c) Si x = y (mod n), alors y = x (mod n). 

Les congruences satisfont en outre aux propriétés: 

(d) Si x = y (mod n) et si z est un entier, alors xz = yz (mod n). 

(e) Si x = y (mod n ) et si x' = ÿ (mod n), alors xx' = yÿ (mod n). De plus 

x + x' = y + ÿ (mod n). 

Nous allons donner une démonstration de la première partie de (e) à titre 
d’exemple. On peut écrire 

x = y + mn et x' = y' + m'n 
pour des entiers m et m'. Alors 

xx' = (y + mn) {y 1 + m'n) = yÿ + mnÿ + ym'n + mm'nn, 
et l’on voit inmédiatement que l’expression de droite est égale à 

yÿ + wn 

où w est un entier, de sorte que xx' s yÿ (mod n), comme on le voulait. 

Définissons les entiers pairs comme ceux congrus à 0 mod 2. Ainsi n est pair si, 
et seulement, s’il existe un entier m tel que n = 2m. Définissons les entiers impairs 
comme ceux qui ne sont pas pairs. On montre trivialement qu’un entier impair n 
peut s’écrire sous la forme 2m + 1, où m est un entier. 


Exercices 

1. Soient n et d des entiers positifs et supposons que 1 < d < n. Montrez que n peut s’écrire 
sous la forme 

n ~ cq -f- C\d -t- * * * + Cfcd* 

où les Ci sont des entiers tels que 0 g c t < d, déterminés de manière unique. [ Indication: pour 
démontrer l’existence, écrire m = qd + co par division euclidienne, puis procéder par récur¬ 
rence. Pour démontrer l’unicité, procéder par récurrence en supposant que co,.... tv sont 
déterminés de manière unique pour prouver que c r + 1 l’est aussi.] 

2. Soient m et n des entiers non nuis écrits sous la forme 

m = pV.et n = p{' . 

où i, et L sont des entiers positifs ou nuis, et p t ,..., p, des nombres premiers distincts. 

(a) Montrez que le p.g.c.d. de m et de n peut s’exprimer comme un produit p k ,l,.... p k r r 
où ki ,..., k r sont des entiers ^0. Exprimez k,. en fonction de n et de j r . 

(b) Définissez la notion de plus petit commun multiple, et exprimez le plus petit commun 
multiple de m et de n comme un produit p k ' - pV où les k, sont des entiers 2:0- Exprimez k v en 
fonction de i v et de j v . 
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3. Donnez le p.g.c.d. et le p.p.c.m. des couples d’entiers suivants : (a) 5 3 2 6 3 et 225 ; (b) 248 et 28. 

4. Montrez qu’il existe une infinité de nombres premiers. [ Indication : étant donné un 
nombre premier P, soit N = 2 • 3 • 5 ••• P + 1 un poduit contenant comme facteur tous les 
nombres premiers ^ P. Montrez que tout nombre premier divisant n est plus grand que P.] 

5. Soit n un entier ^ 2. 

(a) Montrez que tout entier x est congru mod n à un unique entier m tel que 0 g m < n. 

(b) Montrez que tout entier x # 0, premier avec n, est congru à un unique entier m, premier 
avec n, tel que 0 < m < n. 

(c) Soit <p(n) le nombre des entiers m, premiers avec n, tels que 0 < m < n. La fonction <p 
est appelée fonction d’Euler. Si n = p est un nombre premier, qu’est-ce-que <p(p)? 

(d) Calculez cp(n) pour tout entier n tel que 1 g n g 10. 

6. Soient n et n' deux entiers positifs premiers entre eux. Soient a et b des entiers. Montrez 
que les congruences 

x = a (mod n) 
x s b (mod n') 

peuvent être simultanément résolues dans Z, en x. 

7. Soient a et b des entiers non nuis premiers entre eux; montrez que l/ab peut s’écrire 
sous la forme 


ab 



où x et y sont des entiers. 

8. Montrez que tout nombre rationnel a ^ 0 peut s’écrire sous la forme 



où Xi,..., x„ sont des entiers, p u .... p n sont des nombres premiers distincts et r ,,.... r„ sont des 
entiers ï: 0. 

9. Soit p un nombre premier et soit n un entier tel que 1 g n S P — 1 ■ Montrez que le coef¬ 
ficient binomial (?) est divisible par p. 

10. Montrez que pour tous les entiers x et p 

(x + yf = x p + y p (mod p). 



CHAPITRE II 


Groupes 


§ 1 . Groupes et exemples de groupe 

Un groupe G est un ensemble sur lequel on s’est donné une règle (appelée loi 
de composition) qui permet d’associer à chaque couple d’éléments (x, y) de G un 
élément de G noté xy, possédant les propriétés suivantes: 

GR 1. Pour tout x, tout y et tout z de G, on a l'associativité , c'est-à-dire 

(xy)z = x(yz). 

GR 2. Il existe un élément e de G tel que ex — xe = x pour tout x de G. Cet 
élément est dit élément unité ou élément neutre du groupe. 

GR 3. Pour tout x de G. il existe un élément y de G tel que xy = yx = e. 

A strictement parler, nous dirons que G est un groupe multiplicatif. Si nous 
notons x + y l’élément de G associé au couple (x, y), nous écrivons GR 1 sous la 
forme 


. (x + y) + z = x + (y + z). 

GR 2 sous la forme: il existe un élément 0 tel que 

0+x=x+0=x 

pour tout x de G, et GR 3 sous la forme: étant donné x de G, il existe un élément y 
de G tel que 

x + y = y + x = 0. 

Avec ces notations, G est appelé groupe additif. Nous n’utilisons la notation + que 
lorsque le groupe satisfait la règle supplémentaire 

x + y = y + x 

pour tout x et tout y de G. En notation multiplicative, cela s’écrit xy = yx pour 
tout x et tout y de G; si G possède cette propriété, nous disons que G est un groupe 
commutatif ou abëlien. 

Nous allons maintenant donner des exemples de groupes. Beaucoup d’entre 
eux concernent des notions que le lecteur a sans aucun doute déjà rencontrées. 
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Exemple 1. Soit Q l’ensemble des nombres rationnels, i.e. l’ensemble de toutes 
les fractions m/n, où m et n sont des entiers, et n # 0. Q est alors un groupe pour 
l’addition. En outre, les éléments non nuis de Q forment un groupe pour la multi¬ 
plication. 

Exemple 2. Les nombres réels et les nombres complexes forment des groupes 
pour l’addition. Les nombres réels non nuis et les nombres complexes non nuis 
forment des groupes pour la multiplication. Nous notons R l’ensemble des nombres 
réels et C celui des nombres complexes. 

Exemple 3. Les nombres complexes de module 1 forment un groupe pour 
la multiplication. 

Exemple 4. L’ensemble constitué par les nombres 1 et — 1 est un groupe pour 
la multiplication, et ce groupe possède deux éléments. 

Exemple 5. L’ensemble constitué par les nombres 1, i, —1, —i est un groupe 
pour la multiplication. Ce groupe possède quatre éléments. 

Exemple 6. Produit direct de groupes. Soient G et G' des groupes. Soient 
G x G' l’ensemble constitué par tous les couples (x, x') où x e G et x' e G'. Si (x, x') 
et (y, ÿ) sont de tels couples, on définit leur produit par (xy, x'ÿ). G x G' est alors 
un groupe. 

Il suffit simplement de vérifier que toutes les conditions GR 1, GR 2 et GR 3 
sont satisfaites, et nous laissons cela au lecteur. Nous appelons G x G' produit 
direct de G et de G'. 

On peut aussi faire le produit direct d’un nombre fini de groupes. Ainsi si 
G],...,G„ sont des groupes, nous notons 

fl G ‘ = G, x - x G„ 

i= 1 

l’ensemble de tous les n-uples (x^.-^xj où x.-eG,-. Nous définissons la multipli¬ 
cation composante par composante, et nous voyons immédiatement que 
G, x - x G„ est un groupe. Si e, est l’élément neutre de G,-, alors (e Ur ..,e„) est 
l’élément neutre du produit. 

Exemple 7. L’espace euclidien R" n’est rien d’autre que le produit 

R" = R x x R 

où R est pris n fois. Nous voyons alors que R" est un groupe additif. 

Un groupe réduit à un seul élément est dit trivial. Un groupe quelconque peut 
avoir une infinité ou seulement un nombre fini d’éléments. Si G n’a qu’un nombre 
fini d’éléments, on dit que G est un groupe fini, et le nombre des éléments de G 
est appelé son ordre. Le groupe de l’exemple 4 est d’ordre 2, et celui de l’exemple 5 
est d’ordre 4. 

Dans les exemples 1 à 5 les groupes se trouvent être commutatifs. Nous trouve¬ 
rons plus tard des exemples de groupes non commutatifs, lorsque nous étudierons 
les groupes de permutations. 
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Soit G un groupe. Soit x,,x„ des cléments de G. On peut alors former leur 
produit, que nous définissons par récurrence par 

x, -x„ = (x, -X„-i)X„. 

En utilisant l’associativité (GR 1), on peut montrer qu’on obtient la même valeur 
quelle que soit la place des parenthèses dans ce produit. Par exemple pour n = 4, 

(X,X2)(X.,X 4 ) = xi(x 2 (x 3 x 4 )) 

et aussi 

(xix 2 )(x 3 x 4 ) = ((x,x 2 )x 3 )x 4 . 

Nous ne donnons pas la démonstration dans le cas général (qui se fait par récur¬ 
rence), parce qu’elle entraîne de légères complications de notation, dans lesquelles 
nous ne voulons pas entrer. Le produit ci-dessus est aussi noté 

fu 

i = 1 

Lorsque la loi de groupe est notée additivement, nous utilisons le signe somme 
au lieu du signe produit, de telle sorte que la somme de n termes a l’allure suivante 

n 

Z x i = (*1 + - + x „-,) + X„ = X, + + x„. 

1= 1 

Le groupe G étant commutatif et sa loi notée additivement, on peut montrer par 
récurrence que la somme ci-dessus est indépendante de l’ordre dans lequel sont 
pris xj, ...,x„. Nous en omettons encore la démonstration. Si, par exemple, n = 4, 

(Xi + X2) + (X3 + X 4 ) = X i + (X 2 + X 3 + X 4 ) 

= X] + (X \ + X 2 + X 4 ) 

= X 3 + (X i + X 2 + X 4 ). 

Nous allons maintenant démontrer diverses assertions simples concernant les 
groupes. 

Soit G un groupe. L'élément e de G, dont l'existence est assurée par GR 2, est 
déterminé de manière unique; en effet , si e et e' satisfont tous deux à cette condition, 

e' — ee' = e. 

On appelle cet élément Yélément neutre de G. On l’appelle zéro en notation additive. 

Soit x e G. L'élément y tel que yx = xy = e est déterminé de manière unique, 
car si z satisfait à zx — xz = e. on a 

z = ez = (yz)z = y(xz) = ye = y . 

Nous appelons y Yinverse de x, et le notons x -1 . En notation additive. nous écri¬ 
vons y — — x. 

Soient G un groupe, et H un sous-ensemble de G. Nous disons que H est un 
sous-groupe s’il contient l’élément neutre, et si. pour tout x et tout y élément de 
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H, xy et x“ 1 sont aussi des éléments de H. (En notation additive, nous écrivons, 
x + ye H et — xeH.) H est alors un groupe pour son propre compte, la loi de 
composition de H étant la même que celle de G. L’élément neutre de G constitue 
un sous-groupe, et G est un sous-groupe de lui-même. 

Exemple 8. Le groupe additif des nombres rationnels est un sous-groupe 
du groupe additif des nombres réels. Le groupe des nombres complexes de module 1 
est un sous-groupe du groupe multiplicatif du groupe des nombres complexes 
non nuis. Le groupe (1, —1} est un sous-groupe de {1, — 1, i, — i). 

Il existe une méthode générale pour obtenir des sous-groupes d’un groupe. 
Soit E un sous-ensemble d’un groupe G, ayant au moins un élément. Soit H l’ensem¬ 
ble des éléments de G constitué de tous les produits xi -x„ tels que x f ou x," 1 
soit, pour tout i, un élément de E, et contenant aussi l’élément neutre. H est alors 
de manière évidente un sous-groupe de G, appelé sous-groupe engendré par E. 
Nous disons aussi que E est un ensemble de générateurs de H. 

Exemple 9. Le nombre 1 est un générateur du groupe additif des entiers. 
En effet, tout entier peut s’écrire sous la forme 

1 + 1 + - + 1 


ou 


_ 1 _ 1 _ _ 1 , 

ou alors c’est l’entier 0. 

Remarquons qu’en notation additive, la condition pour que E soit un ensemble 
de générateurs du groupe est que tout élément non nul du groupe puisse s’écrire 

X) + ••• + x„, 

où soit Xj e E, soit + X;S.E. 

Exemple 10. Soit G un groupe, et soit a un élément de G. Si n est un entier 
positif, on pose 

a" = a - a, 

produit de n termes. On pose a 0 = e. L’élément a est alors générateur d’un sous- 
groupe de G, constitué de tous les éléments (a~ ‘) n et a m pour tous les entiers m et 
n ^ 0. 


Exercices 

1. Soient G un groupe et a, b, c des éléments de G. Montrez que b — c lorsque ab = ac. 

2. Soient G et G' des groupes finis d’ordre m et n respectivement. Quel est l’ordre de 
G x G'? 

3. Soient x ,,..., x„ des éléments d’un groupe G. Démontrez (par récurrence) que 


(x,...x„) 1 = x„ '...Xt '. 
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Comment cela s’exprime-t-il en notation additive? Pour deux éléments x et y de G, on a 
(xy) -1 = y -1 x -1 . Écrivez aussi cela en notation additive. 

4. Soient G un groupe et x 6 G. Supposons qu’il existe un entier n g 1 tel que x" = e. Montrez 
qu’il existe un entier m ^ 1, tel que x -1 = x m . 

5. Soient G un groupe fini. Montrez qu’étant donné x élément de G, il existe un entier 
n à 1, tel que x" = e. 

6. Soient G un groupe fini et E un ensemble de générateurs de G. Montrez que tout élément 
de G peut s’écrire sous la forme 

x,...x„, oü x ,-e E. 

I. Il existe un groupe G d’ordre 4 ayant deux générateurs x et y tels que x 2 = y 1 = e et 
xy = yx. Déterminez tous les sous-groupes de G. Montrez que 

G = {e, x, y, xy}. 

8. Il existe un groupe G d’ordre 8 ayant deux générateurs x et y tels que x* — y 2 — e tels 
que xy = yx 3 . Montrez que les éléments 

xy 

oü i et j sont des entiers tels que i = 0,1,2, 3 et j — 0,1, sont des éléments distincts de G et 
constituent par conséquent l’ensemble des éléments de G. Déterminez tous les sous-groupes 
de G. 

9. Il existe un groupe G d’ordre 8 ayant des générateurs notés i,j et k tels que 

ij = k,jk = i, ki = j, 
i 2 =j 2 = k 2 . 

Notons m l’élément i 2 . Montrez que les éléments e, i,j, k, m, mi, mj, mk sont des éléments distincts 
de G. Déterminez tous les sous-groupes de G. Ce groupe G est appelé le groupe quaternionique. 
On écrit fréquemment 

— 1, — i, — j et — k au lieu de m, mi, mj, mk. 

10. Il existe un groupe G d’ordre 12 ayant des générateurs x et y tels que x 6 = y 2 = e et 
xy = yx 5 . Montrez que les éléments 

xy 

oü 0 g i g 5 et 0 g./ g 1, sont des éléments distincts de G. Déterminez tous les sous-groupes 
de G. 

II. Les groupes des exercices 8 à 10 peuvent se représenter comme groupes de symétrie. 
Par exemple, dans l’exercice 8, soit r la rotation qui envoie chaque sommet du carré 


5 


sur le sommet suivant (en prenant par exemple comme sens de rotation le sens inverse de celui 
des aiguilles d’une montre), et soit s la symétrie par rapport à la diagonale indiquée sur la 
figure. Démontrez géométriquement que r et s satisfont aux relations de l’exercice 8. Exprimez 
en fonction des puissances de r et de s, la sÿmétrie par rapport à la droite horizontale indiquée 
sur la figure. 
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12. Dans le cas de l’exercice 10, donnez une interprétation géométrique analogue, en 
prenant un hexagone à la place du carré. 

( Remarque: les groupes des exercices 11 et 12 peuvent surtout s’interpréter comme groupes 
de permutations de sommets. (Cf. exercices 12 et 13 du §5.1 

13. Soient G un groupe et H un de ses sous-groupes. Soient xeOet xHx ~ ' le sous-ensem¬ 
ble de G constitué de tous les éléments xyx ~ 1 où y e H. Montrez que xHx ~ 1 est un sous-groupe 
de G. 


§ 2 . Applications 

Soient £ et E’ deux ensembles. Une application de E dans E ' est un procédé 
qui, à tout élément de E, associe un élément de E’. Au lieu de dire que/est une appli¬ 
cation de E dans E’, on écrit souvent le symbole f:E- *• E'. 

Si/ : E -* E’ est une application et si x est un élément de E, on note f(x) l’élément 
de E’ associé à x par/. On appelle /(x) la valeur de/ en x, ou encore V image de x 
par/. L’ensemble de tous les éléments/(x) pour tous les x élément de E est appelé 
Yimage de / Si F est une partie de E, l’ensemble des éléments /(x) où xe F, est 
appelé Yimage de F et est noté f(F). 

Avec les notations précédentes, on écrit souvent x i~>/(x) pour noter l’image 
de x par / Remarquez que nous distinguons les deux types de flèches -♦ et i->. 

Exemple 1. Soient E et E' deux ensembles égaux à R. Soit/: R -» R l’applica¬ 
tion /(x) = x 2 , i.e. l’application dont la valeur en x est x 2 . On peut aussi exprimer 
cela en disant que /est l’application telle que x t-> x 2 . L’image de /est l’ensemble 
des nombres réels 2: 0. 

Soient /: E -* E' une application et F un sous-ensemble de E. On peut alors 
définir une application F -*■ £' par le même procédé xh>/(x), pour xef. En 
d’autres termes, on peut considérer/comme définie seulement sur F. Cette applica¬ 
tion est appelée la restriction de / à F et est notée / | F : F -* E'. 

Soient E et E' des ensembles. Une application /: E -* E‘ est dite injective, 
ou est une injection, si, lorsque x et y sont éléments de E, x # y implique/(x) # J'(y). 

Exemple 2. L’application / de l’exemple 1 n’est pas injective. On a en effet 
/( 1) =/(—1). Soit g : R -» R l’application xK x + 1. L’application g est alors 
injective, puisque x / y implique x + 1 # y + 1, i.e. g(x) # g(y). 

Soient E et £' des ensembles. On dit qu’une application/ : £ -> £' est surjective, 
ou est une surjection, si Yimage f(E) de £ est égale à £' tout entier. Cela signifie 
qu’étant donné un élément quelconque x' de £', il existe un élément x de £ tel 
que /(x) = x'. On dit aussi que / est une application de £ sur £'. 

Exemple 3. Soit / : R R l’application /(x) = x 2 . L’application n’est alors 
pas surjective car aucun nombre négatif n’est dans l’image de/ 

Soit g : R R l’application g(x) = x + 1. L’application g est surjective car, 
étant donné un nombre y, on a y = g(y — 1). 

Remarque. Soit R' l’ensemble des nombres réels 2; 0. On peut considérer 
la correspondance x i-> x 2 comme une application de R dans R'. De ce point de 
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vue l’application est surjective. C’est donc une convention raisonnable que de ne 
pas identifier cette application à l’application/ : R R définie par le même formule. 
Pour être parfaitement correct, nous devons inclure dans la notation d’une applica¬ 
tion l’ensemble de départ et celui d’arrivée et écrire par exemple 

fl ■ E -> E’ 

au lieu de /: E -> F. En pratique, cette notation est trop lourde, si bien qu'on 
omet les indices E et E'. Cependant, le lecteur devra garder présent à l’esprit la 
distinction entre les applications 

/ R > K et /jj: R > R, 

toutes deux définies par la correspondance xNx 2 . La première application est 
surjective, tandis que la seconde ne l’est pas. 

Soit E et E' des ensembles et/: E -♦ E' une application. On dit que/est bijec- 
tive, ou est une bijection, si/est à la fois injective et surjective. Cela signifie qu’étant 
donné un élément x' de E', il existe un unique élément x de E tel que f(x) - x'. 
(L’élément x existe parce que x est injective, et est unique parce que/est injective.) 

Exemple 4. Soit J„ l’ensemble des entiers {1, 2,..., n}. Une application bijecti- 
ve a : J„ -» J„ s’appelle une permutation des entiers de 1 à n. Ainsi, la permutation a 
ci-dessus est en particulier une application i (-> <x(i). Nous étudions plus en détail 
les permutations dans la suite de ce chapitre. 

Exemple 5. Soit E un ensemble non vide, et soit 

/:£-+£ 

l’application telle que /(x) = x pour tout x e E. L’application / est appelée appli¬ 
cation identique ou identité et est notée id. Elle est évidemment bijective. 

Soit f:E~* E' une application bijective. On peut définir son inverse (ou son 
application réciproque), notée / ~ 1 , de la manière suivante: 

/ “ '(x') = l’unique élément x de E tel que/(x) = x'. 

Exemple 6. Si g : R -> R est l’application telle que g(x) = x + 1, alors 
g ~ 1 : R -* R est l’application telle que g ~ '(x) = x — 1. 

Exemple 7. Soit R 4 l’ensemble des nombres réels positifs (i.e des nombres 
réels > 0). Soit h : R 4 -•* R+ l’application h(x) = x 2 . L’application h est alors 
bijective et son inverse est l’application racine carrée, i.e. h~ l {x) = N /x pour 
tout x e R, x > 0. 

Remarque. Si / : E -* E' est une application non nécessairement surjective 
ou injective, il est souvent commode d’introduire la notion d'image réciproque 
d’un élément de F. Si donc ye E 1 , on définit/ “ '(y) comme l’ensemble de tous les 
éléments x de £ tels que /(x) = y. Si y n’est pas dans l’image de f alors/" ‘(y) 
est vide. Si y est dans l’image de ff ~ '(y) peut contenir plus d’un élément. 



18 


GROUPES 


Exemple 8. Soit /: R -> R l’application /(x) = x 2 . Alors 

/-'( 1 ) = { 1 ,- 1 }, 

et / “ '( — 2) est vide. 

Soient A, B et C des ensembles, et soient 

/ : A -> B et g : B -■* C 

des applications. On peut alors former l’application composée 

Q°f ■ A. -* C 

définie par 

(g °f) (x) = g(f(x)) 

pour tout x de A. 

Exemple 9. Soient /: R -> R l’application /(x) = x 2 et g : R R l’applica¬ 
tion g(x) = x + 1. Alors g(f(x)) = x 2 + 1. Remarquons que dans ce cas on peut 
aussi former f(g(x)) =f(x + 1) = (x + l) 2 , et qu’alors 

fo g # g o F. 

La composition des applications est associative. Ce qui signifie que si A, B, C et D 
sont des ensembles et 


f : A -* B, g : B -♦ C et h : C -+ D 

des applications. 


h°(g°f) = (h 0 g) °f 


Démonstration. Elle est très simple. Par définition on a, pour tout élément 
x de A, 

(h°(g°f))(x ) = h((g°f){x)) = h(g(f(x))). 

D’autre part, 

((h o g) o f)(x) = (h o g) (/(x) ) = h (g (/(x) ) ). 

Par définition, cela signifie que (h°g)°f = h°(gof). 

Soient A, B et C des ensembles, f: A -* B et g : B -* C des applications. Si f 
et g sont injectives, g ->/ est injective. Si f et g sont surjectives, g f est surjective. Si 
f et g sont bijectives, il en est de même de g of 

Démonstration. Supposons d’abord que f et g sont injectives. Soient x et y des 
éléments de A, x / y. Alors /(x) / f(y ) puisque / est injective, donc g(f(x )) 
= g(f(y )) puisque g est injective. Par la définition des applications composées, 
nous concluons que g = /est injective. Nous laissons la démonstration de la seconde 
assertion au lecteur. La troisième est une conséquence des deux premières et de 
la définition des applications bijectives. 
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Soient /:£-»£' une application bijective et / 1 so'n inverse. On voit d’après 
la définition même de l’inverse que 

/»/■'=/*• et f~'f=I E , 

où l’on a indexé l’application i, identiques par leurs ensembles respectifs. En d’autres 
termes, on a par définition pour tout xeE et pour tout x'eE', 

/(/"V)) = x' et /-* (/(je)) = x. 

Exemple 10. Soit £ un ensemble non vide et soit G l'ensemble des bijections 
de E sur lui-même. G est alors un groupe, pour la loi de composition qui est la composi¬ 
tion des applications. 

Démonstration. Si /:£-►£ et g : E -> E sont deux bijections de £ sur lui- 
même, l’application composée g =>/ est une application de £ dans lui-même et 
est bijective. La condition GR 1 n’est autre que l’associativité de la composition 
des applications dans le cas présent. L’élément neutre de GR 2 est l’application 
identique /. Quant à GR 3, ce n’est rien d’autre que l’existence de l’application 
inverse, si bien que les trois axiomes sont vérifiés. 

Remarquons que le groupe G de l’exemple 10 généralise la notion de permutation 
et, en fait, nous appelons ce groupe G le groupe des permutations de l’ensemble £. 
En pratique, on ne souhaite pas toujours se limiter aux seules permutations des 
entiers {1,..., n}. On souhaite aussi considérer des permutations d’autres ensembles. 
En matière de notation si a et x sont des permutations, on écrit souvent ax au 
lieu de o ° x, pour se rapprocher du formalisme utilisé pour les lois de composition 
des groupes. 


Exercices 

1. Soit /:£-*£' une application, et supposons qu’il existe une application g : E' -> E 
telle que 

g° f = h et f °g = h, 

en d’autres termes, supposons que / possède un inverse. Montrez que / est à la fois injective 
et surjective. 

2. Soient 0 \,...,o r des permutations d’un ensemble £. Montrez que 

(<r i ...G r )~ 1 = ar'-oT' 

3. Soient £ un ensemble non vide et G un groupe. Soit £(£, G) l’ensemble des applications 
de £ dans G. Si /, g e F{E, G), définissons /g : E -* G comme l’application telle que (f g)(x) = 
= flx)g(x). Montrez que £(£, G) est un groupe. Si G est noté additivement, comment écrivez- 
vous la loi de composition de £(£, G )? 

4. Donnez l’exemple de deux permutations des entiers {1, 2, 3} qui ne commutent pas. 

5. Soient £ un ensemble, G un groupe, et / : £ -» G une application bijective. Pour tout 
x et tout y de £, on définit le produit 

xv = /- 1 (f(x)f(y)). 
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Montrez que cette multiplication définit sur E une structure de groupe. 

6. Soient E et F des ensembles, et / : E -> F une application. Soit B une partie de F. Par 
définition J ~'(B ) est l’ensemble de tous les éléments x de E tels que f(x) e B. Démontrez que 
si B et C sont des parties de F 

,f~ l (B u C) = J— '(fl) u /- 1 (C), 
f-'(BnC)a f-'(B)nf~'(C). 

§ 3 . Homomorphismes 

Soient G et G' des groupes. Un homomorphisme 

f : G -> G 1 

de G dans G' est une application possédant les propriétés suivantes: pour tout 
x et tout y éléments de G, on a 

f(xy) =f(x)f(y) 

(en notation additive,/(x + y) = /(x) + f(y)\ 

Exemple 1. Soit G un groupe commutatif. L’application xhx ' 1 de G dans 
lui-même est un homomorphisme. En notation additive, cette application est 
x h* —x. La vérification en est immédiate. 

Exemple 2. L’application 

zi-> |z| 

est un homomorphisme du groupe multiplicatif des nombres complexes non 
nuis dans le groupe multiplicatif des nombres complexes non nuis (en fait, dans 
le groupe multiplicatif des nombres réels positifs). 

Exemple 3. L’application 

xh* e x 

est un homomorphisme du groupe additif des nombres réels dans le groupe mul¬ 
tiplicatif des nombres réels positifs. Son application inverse, le logarithme, est égale¬ 
ment un homomorphisme. 

Exemple 4. Soit G un groupe. Soit x un élément de G. Si n est un entier positif, 
on définit x" comme le produit 


xx - x 

de n facteurs égaux. Si n = 0, on pose x° = e. Si n = - m, où m est un entier > 0, 
on a 


C’est une vérification de routine que de constater que 
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pour tous entiers m et n. Comme cette vérification est légèrement fastidieuse, nous 
l’omettons. Mais remarquons qu’en raison de cette propriété, l’application 

n t-> x" 

est un homomorphisme du groupe additif Z des entiers dans G. Lorsque G est 
noté additivement, on écrit nx au lieu de x". 

Pour être bref, nous disons quelquefois: «soit /: G -* G' un homomorphisme 
de groupes» au lieu de dire: «soient G et G' des groupes, et soit/uri homomorphis¬ 
me de G dans G'». 

Soit f: G -* G' un homomorphisme de groupes et soient e et e les éléments neutres 
de G et G' respectivement. Alors f(e) = e'. 

Démonstration. On a f(e)= J'(ee)= f(e)f(e). En multipliant par on 

obtient le résultat souhaité. 

Soit f : G -* G' un homomorphisme de groupes. Soit x e G. Alors 

/(x ” 1 ) = f(x) ~ 1 . 

Démonstration. On a 

e' =f(e) =/(xx-’) =/(x)/(x-‘). 

Soient f : G -* G' et g : G' -> G" deux homomorphismes de groupes. L'application 
composée g =>/ est alors un homomorphisme de groupes de G dans G". 

Démonstration. On a 

(9°f)(xy) = g(f(xy)) = g(f(x)f(y)) = g(f(x))g(f(yj). 

Soit/: G -> G' un homomorphisme de groupes. Par définition, le noyau de/ 
est constitué de tous les éléments x de G tels que /(x) = e’. On vérifie trivialement 
que le noyau est un sous-groupe de G. (Il contient e puisque nous avons montré 
que f(e ) = e'; démontrez les autres propriétés est un exercice trivial.) 

Soit f: G -» G' un homomorphisme de groupes. Si le noyau de f est réduit à e tout 
seul, f est alors injective. 

Démonstration. Soient x et y deux éléments de G, et supposons que/(x) = /(>’). 
alors 

e' = J{x)f{y) - 1 = f(x)f(y - 1 ) = f(xy - 1 ), 

Par conséquent xy~ ' = e, donc x = y, ce qui montre que/est injective. 

Soit f: G -> G' un homomorphisme de groupes. L'image de f est un sous-groupe 
de G'. 

Démonstration. Si x' = /(x), où xeG, et si ÿ =f(y ), où yeG, 

xY = f(xy) = J(x)f(y) 

est aussi dans l’image de / Sont également dans l’image, e’ et x' -1 =/(x~ ‘) et 
l’image de / est par suite un sous-groupe de G'. 

Soit / : G G' un homomorphisme de groupes. Nous disons que / est un 
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isomorphisme (ou plus précisément un isomorphisme de groupes) s’il existe un 
homomorphisme g : G' -> G tel que f=g et g°f sont les applications identiques 
de G et G' respectivement. 

Exemple 5. La fonction exp est un isomorphisme du groupe additif des nombres 
réels sur le groupe multiplicatif des nombres réels positifs. Son inverse est log. 

Exemple 6. Soit G un groupe commutatif. L’application 

/: xi->- x _1 

est un isomorphisme de G sur lui-même. Qu’est ce que / => /? qu’est ce que f~ '? 

Un homomorphisme de groupes f: G -* G' qui est injectif et surjectif est un 
isomorphisme. 

Démonstration. Soit / _ 1 : G' -*■ G l’application réciproque de f. Il suffit de prou¬ 
ver que / “ 1 est un homomorphisme de groupes. Soient x! et y' des éléments de G', 
et soient x et y dans C tels que/(x) = x' et f(y) = ÿ. Alors f(xy) = x'ÿ. Par consé¬ 
quent, par définition, 

f~\x'ÿ) = xy =f- I (x')f-'(/). 

Cela prouve, comme on le voulait, que f~ 1 est un homomorphisme. 

Par automorphisme d’un groupe, on entend un isomorphisme de ce groupe 
sur lui-même. L’application de l’exemple 6 est un automorphisme du groupe 
commutatif G. A quoi cela ressemble-t-il en notation additive? Des exemples 
d’automorphismes seront donnés dans les exercices (cf. exercices 3, 4 et 5). 

Nous allons voir maintenant que tout groupe est isomorphe au groupe des 
permutations d’un ensemble. 

Exemple 7. Soit G un groupe. Pour tout ae G, soit 

T a : G - G 

l’application telle que T a (x) = ax. On appelle T a la translation à gauche par a. 
Nous affirmons que T a est une bijection de G sur lui-même, i.e. une permutation 
de G. Si x # y, alors ax / ay (multipliez à gauche par a ~ 1 pour le voir), donc T a 
est injective. Elle est surjective car, étant donné x e G, on a 

x = T a (a~ *x). 

L’application inverse de T a est bien sûr T a ~\. Ainsi, l’application 

a h* T a 

est une application de G dans le groupe des permutations de l’ensemble G. Nous 
affirmons que c’est pn homomorphisme. En effet, si a, b e G, on a 

Tab(x) = abx = T a (T b (x)), 

de telle sorte que T ab = T a T b . En outre, on voit immédiatement que cet homomor¬ 
phisme est injectif. L’application 


at-* T a (a e G) 
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est donc un isomorphisme de G sur un sous-groupe du groupe de toutes les permuta¬ 
tions de G. Naturellement, toute permutation n’est pas une translation, i.e. l’image 
de l’application n’est pas égale au groupe des permutations de G tout entier. 

La terminologie de l’exemple 7 provient de la géométrie euclidienne. Soit 
G = R 2 = R x R. Représentons G par le plan. Les éléments de G sont appelés 
les vecteurs en dimension 2. Si ieR x R, la translation 

T^RxR-tRxR 

telle que T A (X) = X + A pour tout leR x R, est représentée par la translation 
usuelle de vecteur A. 

Exemple 8. Le groupe des homomorphismes. Soient A et B des groupes ahëliens 
notés additivement. Notons Hom(/l, B) l’ensemble des homomorphismes de A 
dans B. Nous pouvons faire de Hom(/4, B) un groupe de la manière suivante. 
Si / et g sont des homomorphismes de A dans B, par définition, / + g : A -» B 
est l’application telle que 


(/ + g)(x) = /(x) + g(x) 

pour tout x de A. Il est très simple de vérifier que les trois axiomes de groupe sont 
vérifiés. En fait, si/ g et h sont dans HomM, B), on a, pour tout xe A, 

((/ + G) + h){x ) = (/ + g){x) -I- h(x) = f(x) + g(x) + h(x). 


et 


(f+ (g + h))(x) =/(x) + (g + h){x) =/(x) + g(x) 4- h{x). 

Par suite/ + (g + h) = (/ + g) + h. On a un élément neutre, à savoir l’application 0 
(appelée application zéro) qui à tout élément de A associe l’élément nul de B. 
La condition GR 2 est évidemment vérifiée. De plus, l’application -/ telle que 
( —/) (x) = — /(x) a la propriété suivante 


/+(-/) = o. 


Enfin, il faut naturellement remarquer que f + g et —f sont des homomorphismes. 
En effet, pour x, y e A, 

(/+ < 7 )(x + y) =f(x + y) + g(x + y) =/(x) +f(y) + g(x) + g(y) 

= /(x) + g(x) + f(y) + g(y) 

= (/+ g)(x) + (/+ g)(y), 

si bien que f + g est un homomorphisme. De même, 

( f) (x + y) = -/(x + y) = - (/(x) +f(y )) = -/(x) -f(y), 
et —/est donc un homomorphisme. Cela prouve que Hom(d, B) est un groupe. 



24 


GROUPES 


Exercices 

1. Soit R* le groupe multiplicatif des nombres réels non nuis. Décrivez explicitement le 
noyau de l’homomorphisme valeur absolue 


de R x dans lui-même. Quelle est l’image de cet homomorphisme? 

2. Soit C* le groupe multiplicatif des nombres complexes non nuis. Quel est le noyau de 
l’homomorphisme module 



de C* dans R*. 

3. Soit G un groupe et soit a un élément de G. Soit 

<7 a : G—»G 

l’application définie par 

rxjx) = axer 1 . 

Montrez que l’ensemble de telles applications <t„, où ae G, est un groupe. 

4. Montrez que l’ensemble des automorphismes d’un groupe G est lui-même un groupe 
noté Aut(G). 

5. Les notations étant celles de l’exercice 3, montrez que la correspondance a a ü est un 
homomorphisme de G dans Aut(G). L’image de cet homomorphisme est appelée le groupe des 
automorphismes intérieurs de G. Un automorphisme intérieur de G est donc un automorphisme 
égal à un a a pour un a € G. 

6. Soit G un groupe abélien fini d’ordre n, et soient a ,,..., a„ ses éléments. Montrez que le 
produit ... a„ est un élément dont le carré est l’élément neutre. 

7. (a) Soit G un sous-groupe du groupe des permutations d’un ensemble E. Si x et y sont 
des éléments de E, on dit par définition que x est équivalent à y , s’il existe a e G telle que ax = y 
Montrez que c’est une relation d’équivalence. 

(b) Soient x € £ et G x l’ensemble de tous les a 6 G telles que ax = x. Montrez que G x est 
un sous-groupe de G. 

(c) Si (T e G est telle que ax = y, quelle relation y a-t-il entre G x et G,.? 

8. Montrez que tout groupe d’ordre 4 est commutatif. 

9. Soit G un groupe commutatif et soit n un entier positif. Montrez que l’application 
x i-> x” est un homomorphisme de G dans lui-même. 


§ 4 . Classes d’équivalence et sous-groupes distingués 

Soient G un groupe, H un sous-groupe de G et a un élément de G. L’ensemble 
des éléments ax, où xe H, est appelé une classe modulo H dans G. On la note aH. 

En notation additive, une classe modulo H s’écrit a + H. 

Puisqu’un groupe G peut ne pas être commutatif, nous disons en fait que aH 
est une classe à gauche modulo H. On peut, de la même façon, définir les classes 
à droite modulo H, mais dans ce qui suit, sauf mention expresse du contraire, 
classe signifie classe à gauche. 
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Théorème 1. Soient aH et bH des classes suivant H dans le groupe G. Ces 

deux classes sont égales ou disjointes. 

Démonstration. Supposons que aH et bH ont un élément commun. Nous 
allons démontrer qu’elles sont égales. Soient x et y des éléments de H tels que 
ax = by. Alors a = byx~ \ Mais yx~' est un élément de H. Si ax' est un élément 
quelconque de aH, où x' appartient à H, 

ax’ = b(yx ~ 1 )x'. 

Puisque (yx _1 )x' est dans H, nous concluons que ax' est dans bH. Il en résulte 
que aH est contenue dans bH. De la même manière, bH est contenue dans aH, 
et par conséquent nos classes sont égales. 

Théorème 2. Soient G un groupe et H un sous-groupe fini de G. Le nombre 

des éléments d'une classe aH est égal au nombre des éléments de H. 

Démonstration. Soient x et x' des éléments distincts de H ; ax et ax’ sont alors 
distincts, car si ax = ax', en multipliant à gauche par a -1 , on voit que x = x'. 
Si Xi,..., x„ sont les éléments distincts de H, ax 1( ..., ax„ sont les éléments distincts 
de aH, et notre assertion en résulte. 

Soient G un groupe et H un sous-groupe. Le nombre des classes modulo H 
dans G est appelé Yindice de H dans G. Cet indice peut naturellement être infini. 
Si G est un groupe fini, l’indice de tout sous-groupe est alors fini. L’indice d’un 
sous-groupe H est noté (G : H). 

Corollaire. Soient G un groupe fini et H un sous-groupe. Alors 
ordre de G = (G : //((ordre de H). 

Démonstration. Tout élément de G appartient à une classe (a appartient pré¬ 
cisément à la classe aH puisque a = ae). D’après le théorème 1, tout élément exac¬ 
tement a une classe, et, d’après le théorème 2, deux classes quelconques ont le 
même nombre d’éléments. La formule de notre corollaire est alors évidente. 

Le corollaire montre aussi que l’ordre d’un sous-groupe d’un groupe fini divise 
l’ordre du groupe. 

Exemple 1. Soit S„ le groupe des permutations de {1. Soit H le sous- 
ensemble de S„ constitué de toutes les permutations a telles que e(n) = n (i.e. toutes 
les permutations laissant n fixe). Il est clair que H est un sous-groupe et nous 
pouvons considérer H comme le groupe de permutations S„_ i (on suppose n > 1). 
Nous voulons décrire toutes les classes modulo H. Pour tout entier i tel que 1 ^ i ^ n, 
soit t,• la permutation telle que T,(n) = i, t,(i) = n, et t, laissant fixes tous les entiers 
autres que n et i. Nous affirmons que les classes 

x x H,...,x n H 

sont distinctes, et constituent toutes les classes selon H dans S„. Pour le voir, soit 
a € S„, et supposons que o(n) = i. Alors 

t f V(n) = tf‘(i) = n. 



26 


GROUPES 


Par conséquent, rf 'a est dans H et a dans x f f£ Nous avons montré que tout élé¬ 
ment de G appartient à une classe x t H, et donc que t x H, ..., x n H constituent toutes 
les classes selon H. Il nous faut encore montrer que ces classes sont distinctes. 
Si i j, pour toute permutation osH, T,rr(n) = z,(n) = i et t jo(n) = r/n) = j. 
Par suite, XiH et t jH ne peuvent avoir d’élément en commun, pqisque des éléments 
de x ( H et de xjH ont des effets distincts sur n. Ce qui prouve notre assertion. 

Du corollaire du théorème 2, nous déduisons que 

ordre de S„ = n • ordre de S„_ x . 

Par récurrence, nous voyons immédiatement que 

ordre de S„ = n! = n(n — 1)- 1. 

Théorème 3. Soit f: G -» G' un homomorphisme de groupes. Soit H son 
noyau, et soit a 1 un élément de G' appartenant à V image de f, à savoir: a' = f(a) 
pour un a de G. L'ensemble des éléments x de G tels quef(x) = a’ est exactement 
la classe aH qui est égale à Ha. 

Démonstration. Soit x e aH, de telle sorte que x = ah pour un he H. alors 

/(x) = f (a) f (h) =f(a). 

Réciproquement, supposons que xeG et que /(x) = a'. Alors 
f{a~ l x) =/(a) _1 /(x) = a'“ V = e'. 

Il en résulte que a~‘x est dans le noyau de H, c’est-à-dire que a~ l x = h pour 
un élément h de H. Donc x = ah, et ainsi le noyau est égal à aH. De la même façon, 
on montre que le noyau est égal à Ha. 

Soit f\E-^E' une application. Si x' est un élément de E', on note /~‘(x') 
l’ensemble des éléments x de £ tels que /(x) = x', et l’on appelle cet ensemble 
l'image réciproque de x par /. Cet ensemble contient en général plus d’un élément. 
Dans le théorème 3, on peut dire que l’image réciproque d’un élément a' de G' est 
une classe de G. 

Soit G un groupe et H un sous-groupe. Par définition H est un sous-groupe 
distingué de G, si aH = Ha pour tout a e G, ou, de façon équivalente, si aHa ~ 1 = H 
pour tout a e G. Nous avons simplement vu que le noyau d’un homomorphisme 
est un sous-groupe distingué. Pour prouver la réciproque, nous avons besoin de 
notations convenables. Soient E et £' des sous-ensembles d’un groupe G. Par défini¬ 
tion ££' est l’ensemble des éléments xx' où x € £ et x' e £'. 

Il est alors facile de voir que si E u £ 2 , £ 3 sont trois sous-ensembles de G, alors 


(£ i £ 2 )£ 3 = £ i (£ 2 £ 3 ). 


Ce produit est tout simplement formé des éléments xyz, où x e E u y e £ 2 et z e £ 3 . 


Exemple 2. Montrez que si H est un sous-groupe de G, HH = H. 
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Théorème 4. Soient G un groupe et H un sous-groupe. Si aH et bH sont des 
classes modulo H, le produit (aH)(bH) est aussi une classe, et l'ensemble des 
classes est un groupe pour le produit qu'on vient de définir. 

Démonstration. On a ( aH)(bH ) = aHbH = abHH = abH. Le produit de deux 
classes est donc une classe. La condition GR 1 est satisfaite en vertu des remarques 
précédentes sur la multiplication des sous-ensembles de G. La condition GR 2 
est satisfaite, l’élément neutre étant la classe eH = H lui-même (le vérifier en 
détail). La condition GR 3 est satisfaite, l’inverse de aH étant u~'/f (le vérifier 
aussi en détail). Le théorème 4 est ainsi démontré. 

Le groupe des classes du théorème 4 est appelé le groupe quotient de G par H et 
est noté G/H. Remarquons que c’est le groupe des classes à droite ou à gauche, 
puisqu’il n’y a pas de différence entre elles, par suite de l’hypothèse faite sur H. 
Soulignons que c’est cette hypothèse qui nous permet de définir la multiplication 
des classes. Si la condition xH = Hx , pour tout xe G, n’est pas satisfaite, on ne 
peut pas définir le groupe quotient. 

Corollaire 1. Soient G un groupe et H un sous-groupe distingué. Soit G/H le 
groupe quotient, et soit 


J : G -> G/H 

l'application qui à tout ae G associe la classe f(a) = aH. Alors f est un homo¬ 
morphisme dont le noyau est précisément H. 

Démonstration. Le fait que / est un homomorphisme n’est qu’une autre façon 
d’écrire la définition du produit des classes. Quant au noyau de /, il est clair 
que tout élément de H lui appartient. Réciproquement, si xeG, et si /(x) = xH 
est l’élément neutre de G/H, c’est la classe H elle-même, si bien que xH = H. 
Cela signifie que xe — x est un élément de H, donc que H est égal au noyau de /, 
comme on le voulait. 

Nous appelons l’homomorphisme / du corollaire 1, Y homomorphisme canonique 
du groupe G sur le groupe quotient G/H. 

Corollaire 2. Soit f : G -* G' un homomorphisme de groupes dont le noyau est H. 

Le groupe G/H est alors isomorphe à l'image de f par l'application aH h-> f(aH), 

i.e. par l'application qui associe à toute classe aH l'élément f(aH) de G'. 

Démonstration. Toutes les étapes de la démonstration sont essentiellement 
triviales et nous les laissons en exercices (cf. exercice 11). 

Exemple 3. Considérons le sous-groupe Z du groupe additif des nombres 
réels R. Le groupe quotient R/Z est parfois appelé le cercle. Deux éléments x et y 
de R sont dits congrus modulo Z, si x — y e Z. Cette congruence est une relation 
d’équivalence et les classes d’équivalence sont précisément les classes selon Z 
dans R. Si x = y (mod Z), alors e 2nix = e 2niy , et réciproquement. L’application 
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est un isomorphisme de R/Z sur le groupe des nombres complexes de module 1. 
Pour démontrer ces assertions, il faut bien sûr connaître quelques résultats d’analyse 
concernant la fonction exponentielle. 

Exemple 4. Soit C x le groupe multiplicatif des nombres complexes non nuis 
et R + le groupe multiplicatif des nombres réels positifs. Etant donné un nombre 
complexe tx, on peut écrire 


a = ru 

oùreR 1 et u est de module 1. (On a u = a/|a|.) Une telle expression de a est déter¬ 
minée de manière unique, et l’application 


a 
a 

est un homomorphisme de C* sur le groupe des nombres complexes de module 1. 
Son noyau est R + , et il en résulte que C x /R + est isomorphe au groupe des nombres 
complexes de module l .(cf. exercice 11). 

Voir les exercices 21 et 22 pour trouver des représentants des exemples 3 et 4. 


Exercices 

1. Soit / : G -* G' un homomorphisme de noyau H. Supposons G fini; montrez que 

ordre de G — (ordre de l’image de /) (ordre de H). 

2. Soit H un sous-groupe de G de telle sorte que xH e Hx pour tout aeG. Montrez que H est 
distingué. 

3. Soit H un sous-groupe de G, et supposons que xHx~‘ = H, pour tout élément x de G. 
Alors x~'Hx = H, pour tout x e G. 

4. Soient G un groupe et H un sous-groupe de G. Montrez que H est distingué si et seulement 
si xHx~' e H pour tout xeG. 

5. Montrez que si G est commutatif, tout sous-groupe de G est distingué. 

6. Soient H t et H 2 deux sous-groupes distingués de G. Montrez que H\ n H 2 est distingué. 

7. Soient / : G -> G' un homomorphisme et H' un sous-groupe de G'. Montrez que /~ ’(//') 
est un sous-groupe de G. Montrez que si H' est distingué dans G', /" '(H') est un sous-groupe 
distingué de G. 

8. Soit /: G G' un homomorphisme surjectif. Soit H un sous-groupe distingué de G. 
Montrez que f(H) est un sous-groupe distingué de G'. 

9. Soit G un groupe. Par définition, le centre de G est l’ensemble de tous les éléments a 
de G tels que ax — xa, pour tout xeG. Montrez que le centre est un sous-groupe et que ce 
sous-groupe est distingué. Montrez que ce sous-groupe est le noyau de l’homomorphisme de 
l’exercice 5 du §3. 

10. (a) Soient G un groupe commutatif et H un sous-groupe de G. Montrez que G/H est 
commutatif, (b) Soient G un groupe et H un sous-groupe distingué de G. Montrez que G/H 
est commutatif si, et seulement si, H contient tous les éléments xyx ~ 1 y ~ 1 , pour x et y éléments 
de G. 

11. Soit / : G -> G' un homomorphisme de groupes, et soit H son noyau. Supposons que 
G' soit l’image de / ; montrez que G/H est isomorphe à G'. 
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12. Soient G un groupe et H un de ses sous-groupes. Soit N H l’ensemble de tous les éléments 
x de G tels que xHx~ 1 = H. Montrez que N„ est un groupe contenant H, et que H est distingué 
dans N h - 

13. Soient G un groupe, H un sous-groupe de G et N un sous-groupe distingué de G. 
Montrez que N H est un sous-groupe de G et que N H = HN. 

14. (a) Soit G l’ensemble de toutes les applications de R dans lui-même de la forme 
xt-> ax + b, où a e R, a # 0 et b e R. Montrez que G est un groupe. Notons a a ,„ une telle 
application, i.e. tr„,i,(xj - ux + b. 

(b) A toute application a a , h on associe le nombre a. Montrez que la correspondance 


O a .h !-*• Cl 

est un homomorphisme de G dans R. Quel est son noyau? 

15. Soient G un groupe et H un sous-groupe de G. Si x, ye G, on dit que x est équivalent à 
y si x appartient à la classe yH. Montrez qu’on définit bien ainsi une relation d’équivalence. 

16. Soit G un groupe. Soit £ l’ensemble des sous-groupes de G. Si H et K dont des sous- 
groupes de G, on dit que H est équivalent à K s’il existe un élément.x de G tel que xHx ~ 1 
= K. Montrez qu’on définit ainsi une relation d’équivalence sur E. 

17. Soient G un groupe et E l’ensemble des sous-groupes de G. Pour tout xeG, soit 
/*:£-►£ l’application définie par 


,fx(H) = xHx~ '. 

Montrez que /, est une permutation de £, et que l’application x i-> f x est un homomorphisme 
de G dans le groupe des permutations de £. 

18. Soient G un groupe et H un sous-groupe de G. Soit £ l’ensemble des classes modulo H 
dans G. Pour tout x e G, soit g x \ E -* £ l’application qui à toute classe yH associe la classe 
xyH. Montrez que g x est une permutation de £, et que l’application x h» g x est un homomorphis¬ 
me de G dans le groupe des permutations de £. 

19. Considérons Z comme un sous-groupe du groupe additif Q des nombres rationnels. 
Montrez qu’étant donné un élément x de Q/Z, il existe un entier n g 1, tel que nx = 0. 

20. Soit D le sous-groupe de R engendré par 2n. Soit R* le groupe multiplicatif des nombres 
réels positifs et soit C* le groupe multiplicatif des nombres complexes non nuis. Montrez que 
C* est isomorphe à R H x R/D par l’application 


(r, 0) t-> re w . 


(11 faut naturellement utiliser les propriétés de l’exponentielle complexe.) 

21. Montrez que toute classe modulo Z dans R possède un unique représentant x tel que 
0 g x < 1. [ Indication: pour tout nombre réel y , soit n l’entier tel que n g y < n + 1.] 

22. Montrez que toute classe modulo R' 1 dans C* possède un unique représentant de 
module 1. 

23. Montrez que tout sous-groupe du groupe des quaternions est distingué (cf. exercice 9 
du §1). 

24. Déterminez tous les sous-groupes distingués du groupe de l’exercice 8 du §1. 
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§ 5 . Groupes de permutations 

Nous allons étudier plus en détail le groupe S„ des permutations de n élé¬ 
ments {!,..., n} = J n , dans ce paragraphe. 

Si oeS„, on rappelle que o~‘ : J n -> J„ est la permutation telle que o~ l (k ) 
est l’unique entier j e J n tel que o(j) = k. Une transposition x est une permutation 
qui échange deux nombres et laisse fixes les autres, i.e. telle qu’il existe des entiers i 
et j de J„, i # j, tels que x(i) = j, x(j) = i et x(k) = k, pour tout k différent de i et de j. 
On voit de plus que, si x est une transposition, x ~ 1 = x et x 2 = / ; en particulier, 
l’inverse d’une transposition est une transposition. 

Théorème 5. Toute permutation de J„ peut s'exprimer comme produit de 

transpositions. 

Démonstration. Nous allons démontrer notre assertion par récurrence sur n. 
Pour n = 1, il n’y a rien à démontrer. Soit n > 1, et supposons que l’assertion 
est démontrée pour n — 1. Soit a une permutation de J n , et soit a(n) = k. Soit t la 
transposition de J n telle que x(k) = n et x(n) = k. Alors xo est une permutation 
telle que 


i<r(n) = x(k) = n. 

En d’autres termes, xo laisse n fixe. On peut donc considérer xo cpmme une permu¬ 
tation de J„~i, et, par hypothèse de récurrence, il existe des transpositions ti,..., x s 
de J„- 1 , laissant n fixe, telles que 


xo = t, -x s . 


On peut alors écrire 


O — X 1 T i, ..., T s , 

ce qui démontre notre proposition. 

En vue du prochain théorème, il est nécessaire de définir des opérations sur les 
permutations. Considérons le produit 

Z x - x Z = Z”, 

i.e. l’ensemble des n-uples d’entiers. Soit o une permutation de J„; o induit alors 
une application, notée n a , de Z" dans lui-même, définie par 

j, ..., X n ) — { x a ( i ),..., , 

pour x i,..., x n éléments de Z. En d’autres termes, n a permute simplement les fac¬ 
teurs de Z". On vérifie immédiatement que 

° Tir a -> 
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pour tout (T et tout x de S„. Pour le voir, soit y, = x t(i) ; alors 

K a - n T (x u = Tl„(x t{U ,...,X tw ) 

= n a (y u ...,y„) 

= (T(r(l)t T<j(n)l 
= (x M (j 

Soit/ : Z x - x Z -* Z une application. On pose 

r =/=>«. , 

de telle sorte que 

/"(•Ti.x„) =/ (n„(x u ..., x„)) =/(x aU) , ...,x„ ( „,). 


Nous avons alors, par associativité, 

/" =/“n„=/o7t t o n<F = (/T. 

Si/et 3 sont deux fonctions de Z" dans Z, on peut former leur somme et leur 
produit de la façon habituelle. La somme / + g est définie par 

(/ + 0 )(xi,...,x„) =/(x,,...,x„) + g(x u ...,x„) 

et le produit fy est défini par 

(,fg)(xu ..., x„) =/(x,.x„)g(xi,..., x„). 

Nous affirmons que 

(f+gf =r + çf et (fgf = f a g". 

Pour le voir, on constate que 

(/+ < 7 )"> 7 r ff (x l ,...,x„) = (/+ < 7 )( x ct( i ,, x ff(n) ) 

= f{Xo( 1 ),.*•, X a ( n () + y(x a { 1 X CT ( n )) 

= /°ît ff (X I ,..,,X n ) + ° 7t ff (x i, ..., X„ ), 

ce qui prouve la première affirmation. Pour la seconde, il suffit de remplacer dans 
les égalités précédentes, les sommes par des produits. Cela prouve ce que nous 
voulions démontrer. Vérifiez aussi, à titre d’exercice, que 


(-/r= -r. 

Théorème 6. A toute permutation a de J n , on peut associer l'un des deux 
entiers + 1 ou —1, noté e(a), de façon à satisfaire les conditions suivantes: 

(a) si x est une transposition e(x) = — 1, 

(b) si o et a' sont des permutations de ./„, alors 


e(<7 a') =e(<r)e{(x'). 
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Démonstration. Soit A la fonction définie par 

A(xi,...,x„) =n ( X J ~ x i) 
i <j 

ce produit étant pris pour tous les couples d’entiers i, j satisfaisant à 

1 g i < j g n 

Soit r une transposition échangeant deux entiers r et s. Supposons par exemple 
que r < s. Nous voulons déterminer 

A'(xx„) = IK**, “ *t(o) 

i< j 

= n (xj - xiy. 

‘<j 


On a 


(x s - x r y = (x r - x s ) = - (x s - x r ). 


Si un facteur ne contient ni x r ni x s , il reste invariant par application de t. On peut 
prendre tous les autres facteurs deux par deux, de l’une des manières suivantes: 

(x* - x s )(x* - x r ) si k > s, 

(x s - x t )(x* - x r ) si r < k < s, 

{x s - x k )(x r - x k ) si k < r. 


Chacun de ces trois produits reste invariant par application de t. Nous voyons 
donc que 


A 1 = - A. 


Soit maintenant a une permutation quelconque; exprimons o comme produit 
de transpositions, 


a = r m "• ï). 

On trouve, par récurrence, que 

A a = (A 11 ) 1 ”"' 12 = (-A t2 = ( —l) m A. 

Ainsi, si nous exprimons o d’une autre manière comme produit de transpositions, 

<r = ïi - r*, 

nous voyons que (- l) m A = ( — l) fc A. Il en résulte que ( — l) m = ( — l) fe , et, par consé¬ 
quent, que, dans toute décomposition de o en un produit de transpositions, le 
nombre des facteurs est toujours soit pair, soit impair. On pose 

£(<r) = (-1 r, 

entier dont nous venons de remarquer qu’il est indépendant de l’expression de o 
en produit de transpositions. Si 

a = t, -x m et o = r\ -x’ k . 



GROUPES DE PERMUTATIONS 


33 


alors 


<T(T — Ti T m t'i •" Xk , 

de telle sorte que 

e(aa') = ( - 1 f -* k = ( -1 ) m ( - 1 )* = e(o)e(o'). 

Ce qui prouve notre théorème. Nous avons également montré le 

Corollaire 1. Si me permutation o de J„ s'exprime comme produit de transpo 
sitions: 

o = Xi - x s , 

l'entier s est pair ou impair selon quee(o) = 1 ou - 1 . 

Corollaire 2. Si o est une permutation de J„, 

6(o) = e(<j - '). 

Démonstration. On a 


1 =e(id) =e(<r <7 ')=e(o)ela 

Par conséquent, soite(er) et e(c “ 1 ) sont tous deux égaux à 1, soit ils sont tous deux 
égaux à - 1 , ce qu’il fallait démontrer. 

En ce qui concerne la terminologie, une permutation est dite paire si sa signature 
est 1 ; elle est dite impaire si sa signature est — 1 (la signature d’une permutation a 
est l’entier e(tr) - N.d.T.). Ainsi, toute transposition est impaire. 

Le théorème 6 montre que l’application 

e: S,-{1,-1} 

est un homomorphisme de S„ sur le groupe constitué des deux éléments 1 et — 1. 
Le noyau de cet homomorphisme est par définition l’ensemble des permutations 
paires et est appelé le groupe alterné A„. Si x est une transposition, A„ et xA„ sont 
évidemment des classes distinctes modulo A„, et toute permutation appartient 
soit à A„, soit à xA„. (Démonstration : si creS,, et o £ A„, alors e(<x) = — 1; ainsi 
e{xa) =-l et xoeA,„ d’où oex~‘A„ = xA„). Par conséquent 


sont des classes distinctes modulo A„ dans S„, et il n’y en a pas d’autres. Puisque A„ 
est le noyau d’un homomorphisme, A„ est un sous-groupe distingué de S„. On a 
xA„ = A„x, ce qui peut être facilement vérifié directement. 

Une permutation a de {1,...,«} se note parfois 

1 - n 
cr(l) <r(n) 


1 

2 


2 3 
1 3 


Ainsi 
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représente la permutation a telle que <r(l) = 2, er(2) = 1 et <r(3) = 3. Cette permuta¬ 
tion est, en fait, une transposition 

Soient des entiers distincts de J„. Le symbole 

(ii - ir) 

représente la permutation a telle que 

tf(ii) = h, o(h) = h, -, ff('V) = ii, 
et qui laisse invariant tous les autres entiers. Par exemple 

[132] 

représente la permutation a telle que <r(l) = 3, <r(3) = 2 et a(2) = 1, laissant inva¬ 
riant, par ailleurs, tous les autres entiers. Une telle permutation est appelée un 
cycle, et plus précisément, un r-cycle (cycle de longueur r - N.d.T.). 

Si a = [i'i - i r ], c’est un cycle et on vérifie immédiatement que o ~ 1 est aussi 
un cycle, et qu’en fait, 

G~' = [ir - il]. 

Ainsi, si a = [132], <r~‘ = [231]. 

Remarquons qu’un 2-cycle [ÿ] n’est rien d’autre qu’une transposition, à savoir 
la transposition telle que i (-> j et j !-► i. 

Un produit de cycles se calcule facilement. Par exemple, 

[132] [34] = [2134], 

On le voit en revenant à la définition: si o = [132] et t = [34], alors, par exemple 

<t(t( 3)) = er(4) = 4, 

<t(t(4)) = <t(3) = 2, 
g(t( 2)) = a(2) = 1 , 
ct(t( 1)) = tr(l) = 3. 

Soit G un groupe. On dira que G est résoluble s’il existe une suite de sous-groupes 
G = H 0 =3 H, => H 2 = - => H m = {e} 

telle que H t soit distingué dans H ( - 1 , et telle que le groupe quotient Hi-i/Hi 
soit abélien pour i — 1 ,...,m. Nous allons démontrer que pour n ^ 5, le groupe 
S„ n’est pas résoluble. Cela nécessite quelques préliminaires. 

Théorème 7. Soit G un groupe et soit H un sous-groupe distingué de G. 
Alors G/H est abélien si, et seulement si, H contient tous les éléments de la forme 
xyx~ ’y~ \ où x, ye G. 

Démonstration. Soit f: G G/H l’homomorphisme canonique. Supposons que 
G/H soit abélien. Pour tous éléments x et y de G, on a 

/ (xyx~ 1 y" ’) = f(x)f(y)f(x)~ 'f(y )~ 1 , 

et puisque G/H est abélien, l’expression de droite est égale à l’élément neutre de G/H. 
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Par conséquent, xyx~'y~ 1 appartient à H. Réciproquement, supposons qu’il en 
soit ainsi pour tous éléments x et y de G. Soient x et ÿ des éléments de G/H. Puisque/ 
est surjective, il existe des éléments x et y de G tels que 3c = /(x) et y = /(y). Soient 
ë l’élément neutre de G/H, et e celui de G. Alors 

ë=f{e) = f(xyx~ 1 y~ *) =/(x)/(.v)/(x)" 1 /(yr 1 = xjbr'jT 1 . 

En multipliant à droite par ÿ, puis par x, il vient 

ÿx = xÿ, 

et G/H est donc abélien. 

Théorème 8 . Si n 2: 5, S„ n'est pas résoluble. 

Démonstration. Nous allons d’abord démontrer que, si H et N sont deux 
sous-groupes de S„ tels que JVcflet que N soit distingué dans H, alors si H 
contient tous les 3-cycles, et si H/N est abélien, N contient tous les 3-cycles. Pour 
le voir, considérons i, j, fe, r et s, cinq entiers distincts compris entre 1 et n, et soit 

a — [ÿfe] et t = [fers]. 

Alors 

ata -1 ! - ' = [ÿfe] [fers] [fe/] [srfe] = [rfei]. 

Puisqu’on a arbitrairement choisi i, j, fe, r et s, on voit que les cycles [rfei] sont tous 
dans N, quels que soient les entiers r, fe et i distincts, ce qui prouve notre assertion. 
Supposons maintenant que nous ayons une chaîne de sous-groupes 

= = = - => H m = {e} 

telle que Hi soit distingué dans H i- i et que Ht- i /Ht soit abélien, pour / = 1,..., m. 
Puisque'S„ contient tous les 3-cycles, on déduit que Hj contient tous les 3-cycles. 
Par récurrence sur n, on déduit que H m = {e} contient aussi tous les 3-cycles, 
ce qui est impossible. Une telle chaîne de sous-groupes n’existe donc pas et notre 
théorème est démontré. 


Exercices 

1. Soient G un groupe, N un sous-groupe distingué et H un sous-groupe de G. Montrez 
que H n N est distingué dans H. 

2. Les hypothèses étant celles de l’exercice précédent, montrez que si G/N est abélien, 
H/(H p N) l’est aussi. 

3. Soient G un groupe résoluble et H un sous-groupe de G. Montrez que H est résoluble, 

4. Soient G un groupe résoluble et / : G -* G' un homomorphisme surjectif. Montrez 
que G' est résoluble. 

5. Déterminez les signatures des permutations suivantes: 



1 2 3] 


"1 2 3] 

(c) 

1 

2 

3" 

(a) 

2 3 IJ 

(b) 

_3 1 2J 

3 

2 

1 

(d) 

"1234] 

(e) 

"1 2 3 4] 

(0 

"1 

2 

3 

2 3 1 4 J 

2 1 4 3 J 

3 

2 

4 
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6. Écrivez l’inverse de chacune des permutations de l’exercice 5. 

7. Montrez que, pour ni 2, le nombre des permutations impaires de {1,est égale 
au nombre des permutations paires. 

8. Montrez que les groupes S 2 ,S 3 et S 4 sont résolubles. 

9. Soit a le r-cycle [/,Montrez que -.(a) = (— 1 )'"* \ [ Indication: par récurrence.] Si 
r = 2, a est une transposition. Si r > 2, 

= [Ur]['l •••<!■- i]- 

10. On dit que deux cycles [i, ...i r ] et Q,.../.] sont disjoints si aucun entier i p n’est égal à un 
entier j q . Montrez que toute permutation est égale à un produit de cycles disjoints. [ Indication: 
soit a une permutation. Nous dirons que i est équivalent à j s’il existe un entier k g 0. tel que 
o k (i) = j. Montrez que la relation précédente est d’équivalence et que tout classe d’équivalence 
détermine un cycle, par exemple [;<x(ij<7 2 (ij...] 

11. Exprimez les permutations de l’exercice 5 comme produits de cycles disjoints. 

12. Montrez que le groupe de l’exercice 8, §1 existe en l’exhibant comme sous-groupe 
de S 4 , de la manière suivante. Soit a = [1234] et r = [24]; montrez que le groupe engendré 
par tr et t est d’ordre 8 et que a et r satisfont aux mêmes relations que x et y de l’exercice cité 
ci-dessus. 

13. Montrez que le groupe de l’exercice 10, §1 existe en l’exhibant comme sous-groupe de S h . 

14. Soit n un entier pair et positif. Montrez qu’il existe un groupe d’ordre 2 n engendré par 
deux éléments a et r tels que a" = e = r 2 et cri = zo"~'. 


§ 6 . Groupes cycliques 

L’ensemble Z des entiers est un groupe additif. Nous allons déterminer ses sous- 
groupes. Soit H un sous-groupe de Z. Si H n’est pas trivial, soit a le plus petit entier 
positif appartenant à H. Nous affirmons que H est formé de tous les éléments na, 
où n e Z. Pour le montrer, considérons un élément y > 0 de H. Il existe des entiers 
n et r tels 0 ^ r < a et 


y = na + r 

Puisque H est un sous-groupe de Z, et puisque r — y — na, r e H et par conséquent 
r = 0. Si y < 0, on applique le raisonnement précédent à -y, qui est dans H, 
puisque H est un sous-groupe. 

Soit G un groupe. Nous disons que G est cyclique s’il existe un élément a de G 
tel que tout élément x de G peut s’écrire sous la forme a m , où m est un entier (cela 
revient à dire que l’application f:Z->G définie par /(n) = a" est surjective). 
Un tel élément a de G s’appelle un générateur de G. 

Soient G un groupe et a e G. L’ensemble de tous les éléments a" (n e Z) est 
évidemment un sous-groupe cyclique de G. Si m est un entier tel que a m = e et 
m > 0, nous disons que m est un exposant de a. 

Soient G un groupe et a un élément de G. Soit/: Z -» G l’homomorphisme 
tel que/(n) = a", et soit H le noyau de/ Deux cas peuvent se produire: 

(i) le noyau est trivial. L’application /est alors un isomorphisme de Z sur le 
sous-groupe cyclique de G engendré par a. puisque/est injective et que l’image 
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de / est précisément égale à ce sous-groupe. De plus, ce sous-groupe est cyclique 
et infini. Si a engendre G, G est cyclique. Nous disons aussi que l’élément a est 
de période infinie, (ou d'ordre infini - N.d.T.). 

Exemple 1. Le nombre 2 engendre un sous-groupe cyclique infini du groupe 
multiplicatif des nombres complexes. Ses éléments sont 

...,2-\2-*,U,il,2,4,8,2 4 ,2 5 ,... 

(ii) le noyau n’est pas trivial. Soit d le plus petit entier positif appartenant au 
noyau. L’entier d est appelé la période (ou l 'ordre) de a. Si m est un entier tel que 
a m = e,m = ds pour un entier s, en vertu de ce qui a été montré au début de ce 
paragraphe. Remarquons que les éléments 

e, a ,..., a d ~ 1 

sont distincts. En effet, supposons que a r = a s , avecO ^ r ^ d — 1 etO g s ^ d - 1, 
et que, par exemple, r :§ s. Alors a s ~ r = e. Puisque O^s - r < d, on as — r = 0, 
d’où r - s. Nous en déduisons que le groupe cyclique engendré par a est dans 
ce cas d’ordre d. 

Exemple 2. Le groupe multiplicatif {1,-1} est cyclique d’ordre 2. 

Exemple 3. Les nombres complexes {1, i, — 1, — i} forment un groupe cyclique 
d’ordre 4. Le nombre i en est un générateur. 

Théorème 9. Soient G un groupe fini et a un élément de G. L'ordre de a 

diûise l'ordre de G. 

Démonstration. L’ordre du sous-groupe engendré par a est égal à la période 
de cet élément. On peut donc maintenant appliquer le corollaire du théorème 2, §4. 

Théorème 10. Soit G un groupe cyclique. Tout sous-groupe de G est cyclique. 

Démonstration. Soit a un générateur de G; nous avons donc un homomorphis¬ 
me surjectif/: Z -> G tel que f(n) = a". Soit H un sous-groupe de G. Alors 
(ensemble des ne Z tels que/(n) e H) est un sous-groupe A de Z, et est donc cyclique. 
Nous savons, en fait, qu’il existe un unique entier positif d tel que f~'(H ) est cons¬ 
titué de tous les entiers de la forme md, où me Z. Puisque/est surjective, l’applica¬ 
tion / envoie A sur H tout entier, i.e. tout élément de H est de la forme a md , où m 
est un entier. Il en résulte que H est cyclique, et qu’en fait a d en est un générateur. 

Exercices 

1. Montrez qu’un groupe d’ordre 4 est isomorphe à l’un des groupes suivants: 

(a) le groupe engendré par deux éléments distincts a et h tels que 

a 2 = b 2 = e et ah — ha, 

{h) le groupe G possédant un élément a tel que G = {e.a,a 2 ,a 3 } avec a 4 = e. 

2. Soient m et n deux entiers positifs premiers entre eux. Soient G et G' deux groupes cycliques 
d’ordre m et n respectivement. Montrez que G x G' est cyclique et d’ordre m/t. 
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3. Démontrez que tout groupe d’ordre premier est cyclique. 

4. Soit G un groupe cyclique d’ordre n ; montrez que a" = e, pour tout aeG. 

5. Soit G un groupe non commutatif d’ordre 6. Montrez que G est isomorphe à S,. 
[ Indication: montrez que G contient des éléments a et b tels que a 2 = e, b ' = e et aba = b 2 - 
b~ K] 

6. Soit / : G -> G' un isomorphisme de groupes. Soit aeG. Montrez que la période de 
a est la même que la période de f(a). 

7. Une racine de l'unité dans le corps des nombres complexes est un nombre m tel que 
tu" = 1, pour un entier positif n. Nous disons alors que w est une racine n-ième de l’unité. 
Décrivez l’ensemble des racines n-ièmes de l’unité dans C. Montrez que c’est un groupe cyclique 
d’ordre n. 

8. Soient G un groupe cyclique, et / : G -> G' un homomorphisme. Montrez que l’image 
de G est cyclique. 

9. Soit G un groupe cyclique fini d’ordre n. Montrez que pour tout entier positif d divisant 
n, il existe un sous-groupe d’ordre d. 

10. Soit G un groupe cyclique fini d’ordre n. Soit a un générateur de ce groupe. Soit r un 
entier non nul premier à n. Montrez que a r est aussi un générateur de G. Montrez que tout 
générateur de G peut s’écrire sous cette forme. 

11. Soient p un nombre premier et G un groupe cyclique d’ordre p. Combien G a-t-il de 
générateurs? 

12. Soient G et X des groupes cycliques d’ordre n. Montrez que Hom(G, -Y) est cyclique 
d’ordre n. [ Indication: si a est un générateur de G, montrez que, pour tout xe X, il existe un 
unique homomorphisme / : G -*• X tel que f(a) = x.] 

13. Soit A un groupe abélien, noté additivement. et soit n un entier positif tel que nx = 0 
pour tout xe A. Supposons que l’on peut écrire n = rs, où rets sont des entiers positifs premiers 
entre eux. Soit A, (resp. A s ) l’ensemble de tous les xe A tels que rx = 0 (resp. sx = 0). Montrez 
que tout élément a e A peut s’écrire d’une manière unique sous la forme a = b + c, où b e A r 
et c 6 A s . 

14. Soient A un groupe abélien additif, et B et C des sous-groupes de A. Soit B + C l’en¬ 
semble des sommes b 4- c, où be B et ce C. Montrez que B + C est un sous-groupe de A. 
appelé la somme de B et de C. Définissez la somme d’un nombre fini quelconque de sous- 
groupes de A de façon analogue. 

Nous disons que A est la somme directe de B et de C si tout élément x de A s’écrit de manière 
unique sous la forme x = b + c, où b e B et c e C. On écrit alors A = B © C. On procède de 
la même manière pour un nombre fini quelconque de sous-groupes de A. 

15. Montrez qu’un groupe abélien additif A est la somme directe de deux sous-groupes 
B et C si et seulement si/1 = B + C et BnC = {0}. 

16. Soit A un groupe abélien fini d’ordre n, et soit 

n = p\‘...p' s s 

la décomposition de n en facteurs premiers, les p, étant distincts. Montrez que A est une somme 
directe /! = /!,©•••© A s , où tout élément de /I, a pour ordre un diviseur de p\‘. 

17. Soit G le groupe de l’exercice 8, §1, et soit H le sous-groupe engendré par x. Montrez 
que G/H est cyclique d’ordre 2. 

18. Soit G le groupe de l’exercice 10, §1 et soit H le sous-groupe engendré par x. Montrez 
que G/H est cyclique d’ordre 2. 



CHAPITRE III 

Anneaux 

Dans ce chapitre , nous axiomatisons les notions d'addition et de multiplication. 

§ 1 . Anneaux 

Un anneau A est un ensemble dont les éléments peuvent être additionnés et 
multipliés (i.e. pour lequel sont données des applications (x, y) i-> x + yet(x, y)i-> xy 
de l’ensemble des couples d’éléments de A , dans A), satisfaisant les conditions 
suivantes: 

Al . A est un groupe abélien pour l'addition. 

A 2. Pour tous x, y et z de A. on a 

x(y + z) = xy + xz et (y + z)x = yx + zx. 

A 3. Pour tous x, y, z e A, on a ( xy)z = x(yz). 

A 4. Il existe un élément e de A tel que ex — xe = x, pour tout x e A. 

Exemple 1. Soit A l’ensemble Z des entiers; A est un anneau. 

Exemple 2. Les nombres rationnels, les nombres réels et les nombres complexes 
forment tous des anneaux. 

Exemple 3. Soit A l’ensemble des fonctions continues réelles définies sur l’inter¬ 
valle [0, 1]. On définit de la manière habituelle la somme et le produit de deux 
fonctions/et g, par (/ + g)(t) = f(t) + g(t ) et (fg)(t) = J(t)g(t). Cet ensemble A est 
un anneau. 

Plus généralement, soit E un ensemble non vide, et soit A un anneau. Soit 
F(E, A) l’ensemble des applications de E dans A. Alors, si l’on définit l’addition 
et le produit des deux applications /et g par 

(/ + <J)(x) =/(x) + g(x) et (J'g)(x) = f(x)g(x), 

F(E, A) est un anneau. Nous en laissons la vérification, à titre d’exercice simple, 
au lecteur. 

Exemple 4. L'anneau des endomorphismes. Soit G un groupe abélien. et soit 
End(G) l’ensemble des homomorphismes de G dans lui-même. On dit que End(G) 
est l’ensemble des endomorphismes de G ; ainsi, suivant les notations du chapitre 11, §3, 
End(G) = Hom(G, G). Nous savons que End(G) est un groupe additif. Si nous 
prenons comme loi de composition multiplicative sur End(G) la composition ordinaire 
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des applications, End(G) est alors un anneau. Nous allons le montrer en détail. 
On sait déjà que A 1 est vérifié. Pour vérifier A 2, considérons des endomorphismes 
f, g et h de G. On a, pour tout élément x de G, 

(. f°(g + *»))(*) =f((y + h)(x)) 

= /(<?(*) + h(x)) =f(g(x)) +f(h(x)). 

= f= g(x) + /=> h(x). 

Ainsi, f= (g + h) = f ° g + f°h. La deuxième égalité de A 2 se vérifie de la même 
façon. On remarque que A 3 n’est pas autre chose que l’associativité de la composi¬ 
tion des applications que nous connaissons déjà. L’élément unité de A 4 est l’appli¬ 
cation identique I. Ainsi nous voyons que End(G) est un anneau. 

On dit qu’un anneau A est commutatif si xy = yx, pour tout x,ye A. Les anneaux 
des exemples 1, 2 et 3 sont commutatifs. En général, l’anneau de l’exemple 4 ne 
l’est pas. 

Comme dans le cas des groupes, l’élément e d’un anneau A satisfaisant à A 4 
est unique et est appelé Vêlement unité de l’anneau. On le note souvent 1. Remarquons 
que si 1 = 0 dans l’anneau A, A est réduit à 0 et est, dans ce cas, appelé l'anneau nul. 

On peut, dans un anneau A, déduire des axiomes un grand nombre de règles 
de l’arithmétique ordinaire. Nous allons en donner la liste. On a Ox = 0 pour 
tout xeA. Démonstration: 

Ox 4- x = Ox 4- ex = (0 4- e)x = ex = x. 

Par conséquent, Ox = x. 

On a ( — e)x = — x, pour tout xeA. Démonstration: 

( — e)x + x = ( — e)x + ex = ( — e + e)x = 0x = 0. 

On a ( — e)( — e) = e. Démonstration: en multipliant l’égalité 

e + ( - e) = 0 

par — e, on trouve 

-e + (~e)(-e) = 0. 

En ajoutant e aux deux termes de cette égalité, il vient (-ej(-e) = e, ce qu’il 
fallait démontrer. 

Nous vous laissons démontrer à titre d’exercice que 

(-x)y = — xy et que (-x)(-y) = xy, 

pour tous x. ye A. 

Nous pouvons généraliser A 2, dite condition de distributivité, à plusieurs élé¬ 
ments à savoir: si x,y,,...,y„ sont éléments de l’anneau A alors 
x(y i + - + y„) = xy, + - + xy„. 

,..., x m sont des éléments de A, 

(x, + - + x ra ) (y, + - + y„) = x,y, + - + x m y„ 

m n 

Z Z xm. 

1=1 J =1 


De même, si x. 
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La somme de droite doit être prise pour tous les indices i et j indiqués. Cette formule 
plus générale peut se démontrer par récurrence, et nous en omettons la démonstra¬ 
tion, qui est fastidieuse. 

Soit A un anneau. On entend par sous-anneau A' de A un sous-ensemble de A tel 
que l’élément unité de A soit dans A', et, tel que, si x et y sont dans A', alors, 
-x, x + y et xy sont encore dans A'. Il en résulte évidemment que A! est un anneau, 
les opérations d’addition et de multiplication de A' étant celles de A. 

Exemple 5. Les entiers forment un sous-anneau de l’anneau des nombres 
rationnels, qui est lui-même un sous-anneau de l’anneau des nombres réels. 

Exemple 6. Les fonctions réelles différentiables sur R forment un sous-anneau 
de l’anneau des fonctions continues sur R. 

Soit A un anneau. Il peut arriver qu’il existe des éléments x et y de A tels que 
x # 0 et y # 0 mais xy = 0. De tels éléments sont appelés des diviseurs de zéro. 
Un anneau commutatif sans diviseurs de 0, et tel que 1^0, est appelé un anneau 
intègre. Un anneau commutatif dont l’ensemble des éléments non nuis forment 
un groupe pour la multiplication est appelé un corps. Remarquons que, dans un 
corps, on a nécessairement 1 ^ 0, et qu’un corps ne possède pas de diviseurs de 
zéro (démonstration?). 

Exemple 7. L’ensemble des entiers Z est un anneau intègre. Tout corps est 
un anneau intègre. Nous verrons plus tard que les polynômes sur un corps forment 
un anneau intègre. 


Exercices 

"V 1. Soit p un entier premier, et soit A le sous-ensemble de l’ensemble des rationnels m/n 
tels que n # 0 et que n ne soit pas divisible par p. Montrez que A est un anneau. 

4 2. Montrez que l’anneau des fonctions réelles définies sur [0, lj contient des diviseurs 
de zéro. 

3. Soit A un anneau intègre. Si a, b, c sont des éléments de A, a # 0, et si ab — ac, montrez 
que b = c. 

4. Soient A un anneau intègre et ae A, a + 0. Montrez que l’application x m- cix est une 
application injective de A dans lui-même. 

5. Soit A un anneau intègre fini. Montrez que A est un corps. [ Indication: utilisez l’exercice 
précédent.] 

6. Soit A un anneau tel que x 2 = x, pour tout xe A. Montrez que A est commutatif. 

7. Soient A un anneau et x s T, Si n est un entier positif, on pose 

x" = X...X, 

(n fois). On a alors, pour des entiers positifs m et n. 

H n _ x m X >l 

Si x, y e A et si xy = yx, qu’est ce que (x + y)"? (Cf. exercice 2, chapitre I, §2.) 

8. Soient A un anneau commutatif et x 6 A. On dit que x est nilpotent s’il existe un entier 
positif n tel que x” = 0. Si x et y sont nilpotents, montrez que x + y est nilpotent. 
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9. Soient A un anneau et U le sous-ensemble de A constitué de tous les éléments x de A 
tels qu'il existe y 6 A tel que xy = yx = e. Montrez que U est un groupe. Les éléments de U 
sont appelés les unités de A. 

10. Pouvez-vous décrire les unités de l'anneau de l'exercice 1? 

11. Soient A un anneau et Z l’ensemble de tous les éléments a de A tels que ax = xa, pour 
tout élément .x de A. Montrez que Z est un sous-anneau de A_ 

12. Soit *4 l’ensemble des nombres de la forme a + b^fl, oü a et b sont des nombres 
rationnels. Montrez que A est un anneau, et qu’en fait, A est même un corps. 

13. Soit A l'ensemble des nombres de la forme a + b J 2, où a et b sont des entiers. Montrez 
que A est un anneau, mais n’est pas un corps. 

14. So it A l’ensemble des nombres de la forme a + bi, où a et h sont des entiers et où 
i — yj — 1. Montrez que A est un anneau. Donnez-en les unités. 

15. Soit A l’ensemble des nombres de la forme a + bi, où a et b sont rationnels. Montrez 
que A est un corps. 

16. Soient £ un ensemble, A un anneau et /:£->/! une application bijective. Pour tous 
x, y 6 £, on pose 

x + y = /" 1 (/(x) + /(y)) et xy = /“ 1 (f(x)J'(y)). 

Montrez que cette somme et ce produit définissent une structure d’anneau sur £. 

§ 2 . Idéaux 

Soit A un anneau. On appelle idéal à gauche de A toute partie J de A possédant 
les propriétés suivantes : si x, yeJ,x + yeJ; OeJ, si xeJ et ae A, axeJ. 

En utilisant l’élément négatif — e, on voit que si J est un idéal à gauche et que 
si x e J, alors — x e J aussi, puisque — x = ( - e)x. Les éléments d’un idéal à gauche 
constituent donc un sous-groupe additif de A, et l’on peut tout aussi bien dire qu’un 
idéal à gauche est un sous-groupe additif J de A tel que, si xe J et ae A, axe J. 

Remarquons que A est un idéal à gauche, appelé idéal unité, et qu’il en est de 
même du sous-ensemble de A réduit à 0. De la même manière on peut définir les 
idéaux à droite et les idéaux bilatères. Un idéal bilatère J est donc par définition 
un sous-groupe additif de A tel que, si x e J et a e A, ax et xa appartiennent à J. 

Exemple 1. Soit A l’anneau des fonctions réelles continues sur l’intervalle [0,1], 
Soit J l’ensemble des fonctions / telles que /(i) = 0. Alors J est un idéal (bilatère 
puisque A est commutatif). 

Exemple 2. Si A est l’anneau Z des entiers, les entiers pairs, i.e. les entiers de la 
forme 2n où ne Z, forment un idéal. Les entiers impairs en forment-ils un? 

Exemple 3. Soient A un anneau et ae A. L’ensemble des éléments xa où x 6 A, 
est un idéal à gauche, appelé Yidéal à gauche principal engendré par a (vérifiez en 
détail que c’est un idéal à gauche). On le note (a). Plus généralement, soient 
ai,...,a„ des éléments de A. L’ensemble des éléments de la forme 

x,a, 4- - + x n a„ 

où x/6/1, est un idéal à gauche noté (ai,...,a„). On appelle générateurs de cet 
idéal les éléments a t ,..., a„. 
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Nous allons donner la démonstration complète de cette assertion pour montrer 
combien elle est facile, et nous laissons à titre d’exercice les démonstrations d’autres 
assertions dans les exemples suivants. Si y it ..., y„, xi,..., x„e A, alors 

(Xi«i 4- — + x„a„) + (y {Cti + ••• + y„a„) 

= Xi«, +>,a, 4- - + x„a„ 4- y„ci„ 

= (*i + yi)a, + - + (x„ + y„)a„. 

Si z e A, alors 

z(xifl! + - + x„a„) = zx t a, + - 4- zx„a„. 

Enfin, 

0 = Orii 4" "* 4~ 0 ci n . 

Cela démontre que l’ensemble des éléments Xi«i + - 4- x„ci„ où x, e A est un idéal 
à gauche. 

Exemple 4. Soit A un anneau. Soient / et J deux idéaux à gauche de A. On 
désigne par IJ l’ensemble-de tous les éléments x t y t 4- - 4- x„y„ où x, e / et yjeJ. 

Il sera facile au lecteur de vérifier que IJ est encore un idéal à gauche. On 
vérifie aussi que si I, J et K sont des idéaux à gauche, (IJ)K = I(JK). 

Exemple 5. Soient I et J des idéaux à gauche. Par définition / 4- J est le sous- 
ensemble de A, formé de tous les éléments x 4 y où x e / et y e J. L’ensemble 
/ 4- J est alors un idéal à gauche. Vérifiez-le en détail et montrez en outre que, 
si I, J et K sont des idéaux à gauche, alors 

I(J + K) = IJ + IK. 

Formulez et démontrez les assertions analogues de celles des exemples 4 et 5, 
pour les idéaux à droite et les idéaux bilatères. 

Exemple 6. Soit / un idéal à gauche et notons IA l’ensemble des éléments 
de la forme x,y, + - 4- x„y„ où x,e I et y { B A. Alors IA est un idéal bilatère. 
Nous en laissons encore la démonstration à titre d’exercice. 


Exercices 

1. Montrez qu’un corps n’a pas d’autres idéaux que 0 et l'idéal unité. 

2. Soit A un anneau commutatif. Si / est un idéal, le produit II est noté I 2 . Soient /, et I 2 
deux idéaux tels que /, 4 - 1 2 = A. Montrez que I] 4 1\ = A. 

3. Soit A l’anneau de l’exercice 1 du paragraphe précédent. Montrez que les éléments m/n 
de A tels que m soit divisibje par p forment un idéal. 

4. Soient A un anneau, J, et J 2 des idéaux à gauche de A. Montrez que 4, n J 2 est un idéal 
à gauche, et qu’il en est de même pour des idéaux à droite ou pour des idéaux bilatères. 

5. Soient A un anneau et a e A. Soit J l’ensemble de tous les éléments x de A tels que xa = 0. 
Montrez que J est un idéal à gauche. 

6. Soit A un anneau et soit / un idéal à gauche. Soit J l’ensemble des éléments x de A tels 
que xi = 0 (i.e. xy = 0 pour tout y e /). Montrez que J est un idéal bilatère. 
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7. L'exemple suivant est d’un grand intérêt en analyse. Soit A l'anneau des fonetions 
indéfiniment différentiables définies, par exemple, sur l'intervalle — 1 < t < 1. Soit J ,, l’ensemble 
des fonctions / e A telles que D k J'( 0) = 0, pour tout entier k tel que 0 ^ k g n. Le symbole D 
désigne ici l’opération de dérivation, de telle sorte que J„ est l’ensemble des fonctions dont 
toutes les dérivées, au point 0, s'annulent jusqu’à l’ordre n. Montrez que J„ est un idéal de A. 

8. Soit A l’anneau des fonctions réelles définies sur l’intervalle [0, 1]. Soit E une partie de 
cette intervalle. Montrez que l’ensemble des fonctions f e A, telles que /(x) = 0 pour tout 
xe E, est un idéal de A. 


§ 3 . Homomorphismes 

Soient A et A' des anneaux. On entend par homomorphisme d'anneaux f : A—* A' 
toute application ayant les propriétés suivantes: 

f(x + y) = /(x) + f(y), f{xy) = J'(x)f(y), f(e) = e' 

pour tous x, y e A (e et e' sont les éléments unités de A et A' respectivement). 

Le noyau d’un homomorphisme d’anneau f:A-+A' est son noyau en tant 
qu’homomorphisme de groupes additifs, i.e. est l’ensemble des éléments x de A 
tels que /(x) = 0. Exercice: montrez que le noyau de / est un idéal bilatère de A. 

Exemple 1. Soit A l’anneau des fonctions complexes définies sur l’interval¬ 
le [0,1],L’application qui, à toute fonction/ e A , associe /(j)est un homomorphis¬ 
me d’anneaux de A dans C. 

Exemple 2. Soit A l’anneau des fonctions réelles définies sur l’intervalle [0. 1], 
Soit A' l’anneau des fonctions réelles définies sur l’intervalle [0.1], Toute fonction 
f e A peut être considérée comme une fonction sur l’intervalle [0, |], et la consi¬ 
dérant comme telle, nous l’appelons la restriction d e/à [0, /J. Soient, plus géné¬ 
ralement, un ensemble E et E' une partie de E. Soit A l’anneau des fonctions réelles 
définies sur E. Pour toute Je A, on note /e E' la fonction définie sur E' dont la 
valeur en xe E' est /(x). On dit alors que Je E' est la restriction d e/à E'. Soit A' 
l’anneau des fonctions réelles sur E'. Alors l’application 

./W|£' 

est un homomorphisme d’anneaux de A dans A'. 

Puisque le noyau d’un homomorphisme d’anneaux n’est défini que relative¬ 
ment aux structures de groupes additifs sous-jacents, nous savons qu’un homomor¬ 
phisme d’anneaux dont le noyau est trivial est injectif. 

Soit / : A -> A' un homomorphisme d’anneaux. S’il existe un homomorphisme 
d’anneaux g : A' -* A tel que g J' et /=> g soient respectivement les applications 
identiques de A et de A', nous disons que / est un isomorphisme d'anneaux. 

Comme c’était le cas pour les groupes, si/: A -> A’ est un homomorphisme 
d’anneaux bijectif, / est un isomorphisme d’anneaux. Démonstration laissée au 
lecteur. 

De plus , si f : A -> A’ et g : A' -> A" sont des homomorphismes d'anneaux, le 
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composé g =f : A -> A" est aussi un homomorphisme d'anneaux. Preuve également 
laissée au lecteur. 

Nous allons maintenant définir pour les anneaux une notion analogue à celle 
de groupe quotient. 

Soient A un anneau et 7 un idéal bilatère de A. Si x et y sont des éléments de A, 
on dit que x est congru à y modulo 7 si x — y appartient à 7. On écrit cette relation 
sous la forme 

x = y (mod 7). 

Il est alors très simple de démontrer les assertions suivantes. 

(a) On a x = x (mod 7). 

(b) Si x = y et y = z (mod 7), alors x = z (mod I). 

(c) Si x = y, alors y = x (mod 7). 

(d) Si x = y (mod 7), et si z e A, alors xz = yz (mod 7), et aussi zx s zy (mod 7). 

(e) Si x = y et x' = y’ (mod 7), alors xx' = yy' (mod 7). De plus x + x' = 
= y + y' (mod 7). 

Les démonstrations de ces assertions sont triviales. A titre d’exemple, nous 
allons donner celle de (e). Les hypothèses signifient que l’on peut écrire 

x = y + z et x' = ÿ + z 

où z, z' e 7. Alors 

xx' = (y + z)(y' + z') = yy' + zy' + yz' + zz'. 

Puisque 7 est un idéal bilatère, chacun des éléments zy', yz', zz' appartient à 7, 
et il en est donc de même de leur somme. Par sonséquent, xx' = yy' (mod 7), comme 
il fallait le démontrer. 

Remarque. Cette notion de congruence généralise celle définie pour les entiers 
au chapitre 1. En effet, si A = Z, la congruence 

x = y (mod n) 

du chapitre 1, qui signifie que x — y est divisible par n, équivaut à la propriété: 
x - y appartient à l’idéal engendré par n. 

Soit xe A, notons x l’ensemble des éléments de A qui sont congrus à x (mod 7). 
Si l’on se souvient de la définition d’un groupe quotient, on voit que x n’est pas autre 
chose_que la classe additive x + 7 de x modulo 7. Tout élément de cette classe 
d’équivalence est appelé représentant de cette classe. 

Soit A l’ensemble des classes d’équivalence de A modulo 7. En d’autres termes, 
Â = A/l est le groupe additif quotient de A par 7. Nous savons donc déjà que A 
est un groupe additif. Nous allons maintenant définir sur A une multiplication 
qui en fera un anneau. 

, Si x et ÿ sont des classes additives modulo 7, définissons leur produit comme la 
classe de xy, i.e. comme xÿ + M. En utilisant la condition (e) ci-dessus, on voit que 
ceüe classe est indépendante du choix des représentants x de x et de y de y. Ainsi 
notre multiplication est bien définie par 

(x + I)(y + 7) = (xy + 1). 
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Il est maintenant très simple de vérifier que les axiomes des anneaux sont 
satisfaits. On le sait déjà pour A 1, puisque A/l a été défini comme groupe quotient. 
Pour ce qui est de A 2, soit x, J et Y des classes d’équivalence de représentants 
x, y et z respectivement dans A. Alors y + z est un représentant de / + Y par 
définition, et x(y + z ) est un représentant de x(J + z). Mais x(y + z) = xy + xz. 
De plus, xy est un représentant de xÿ, et xz est un représentant de xz. D’où, par 
définition, 

x(ÿ + z) = xÿ + xz. 

On montre A 3 de la même manière. Quant à A 4, si e est l’élément unité de A, Z 
est l’élément unité de A car ex = x est un représentant de ex. Cela prouve que les 
axiomes sont tous vérifiés. 

On appelle A = A/l l’anneau quotient de A par I. 

Remarquons que l’application / : A -*• A/l définie par j[x) = x, est un homo¬ 
morphisme d’anneaux de A sur A/l, dont le noyau est I. La vérification est immé¬ 
diate, et résulte essentiellement des définitions de l’addition et de la multiplication 
des classes modulo I. 

Théorème 1. Soit f : A -» B un homomorphisme d'anneaux , et soit I son 

noyau. Pour toute classe C modulo I, l'image f(C) est réduite à un élément de B, 

et la correspondance 

7 : C - /(C) 

est un isomorphisme d’anneaux de A/l sur l’image de f. 

Démonstration. Le fait que l’image de / est un sous-anneau de B est laissée 
comme exercice (exercice 1). Toute classe C est constituée de tous les éléments 
x + z, pour un x donné et pour tous les ze I. Ainsi 

/(x + z) = /(x) + f(z) = /(x) 

implique que/(C) est réduit à un élément. On obtient donc bien une application 
f:C -» /(C). Si x, y représentent des classes modulo /, les relations 

* f(xy) = f(x)f(y), 

f(x + y) = /(x) + f(y), 

fie a) = e B 

montrent que/est un homomorphisme de A/l dans B. Si x e A/l est tel que/(x) = 0, 
cela signifie que, pour tout représentant x de x, on a/(x) = 0;par suite,xe/etx = 0 
(dans A/l). L’application / est donc injective. Tout cela démontre notre propos. 

Exemple 3. Supposons que A = Z, et que n soit un entier non nul, alors 
A/In) = Z /(n) est appelé Vanneau des entiers modulo n. Remarquons que c’est un 
anneau fini, ayant exactement n éléments (démonstration?). On écrit aussi Z/nZ 
au lieu de Z /(n). 

Exemple 4. Soit A un anneau quelconque, d’élément unité e. Il est facile de 
montrer par récurrence que l’application /: Z -+ A, définie par f(n) = ne, est 
un homomorphisme d’anneaux. Puisque tout homomorphisme d’anneaux de Z 
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dans A doit être tel que / ( 1 ) = e, il résulte par récurrence que la seule valeur 
possible de fin) est ne, et qu’il n’existe qu’un tel homomorphisme / d’anneaux 
de Z dans A. Supposons A ^ (0}, si bien que 1 ^ 0; le noyau de/n’est donc pas Z 
tout entier, et c’est donc un idéal nZ, pour un certain entier n positif. Il résulte du 
théorème 1 que Z/nZ est isomorphe à l’image de /. (Remarquez ici que n peut 
être nul et qu’alors Z/nZ = Z-N.d.T.) 


Exercices 

1. Soit / : A -> A' un homomorphisme d’anneaux. Montrez que l’image de / est un sous- 
anneau de A'. 

2. Montrez qu’un homomorphisme d’anneaux d’un corps K dans un autre anneau est 
soit l’application nulle, soit un isomorphisme de K sur son image. 

3. Soient n un entier positif et Z„ = Z/nZ l’anneau quotient de Z par n. Montrez que les 
unités de Z„ sont précisément les classes résiduelles x ayant un représentant x # 0. premier 
avec n. (La définition des unités se trouve dans l’exercice 9, §1.) 

4. Soit x un entier premier avec n, et soit cp la fonction d’Euler. Montrez que x*’ 1 " 1 = 1 
(mod n). 

5. (a) Soit p un nombre premier. Montrez que dans l’anneau Z /(p) tout élément non nul 
possède un inverse pour la multiplication et que les éléments non nuis forment un groupe 
multiplicatif. 

(b) Soit a un entier, a # 0 (mod p), montrez que a p ~ 1 = 1 (mod p). 

6. Soit F un corps fini ayant q éléments. Montrez que x“~ 1 = 1. pour tout élément non nul 
x de F. Montrez que x q = x, pour tout x de F. 

I. Soient » et n' des entiers positifs premiers entre eux. Soient n et h des entiers. Montrez 
que les congruences 

x = a (mod n) ; x = b (mod n') 

peuvent être résolues simultanément en x, dans Z. 

8. Si p est un nombre premier, et si r est un entier g 1. montrez que 

<p(p'l = ip - I )p‘ '. 

9. Soient A un anneau. / et F deux idéaux bilatères de A. Supposons que l 3 F. Si xe A, 
notons x(/) sa classe modulo /. Montrez qu’il existe un (unique) homomorphisme d’anneaux 
A/l' -> A/I qui envoie x(I') sur x(/). 

10. Si n et m sont des entiers # 0 tels que n divise m, appliquez l’exercice 9 pour obtenir 
un homomorphisme d’anneaux de Z/(m) -*■ Z/(n). 

II. Soient A et A' deux anneaux. Soit A x A' l’ensemble des couples (x,x'), oü xeA et 
x'e A'. Montrez que l’on peut faire de A x A' un anneau en définissant l’addition et la multi¬ 
plication composante par composante. Quel est, en particulier, l’élément unité de A x A’? 

12. (a) Soient m et n des entiers positifs premiers entre eux. Montrez que l’anneau Z/(mn) 
est isomorphe à l’anneau Z /in) x Z /(m) au moyen de l’application. 

x (mod ran)h*(x mod m, x mod n). 

(b) Montrez que, si m et n sont des entiers positifs premiers entre eux, (p(mn) = <pim)(pin). 

13. Soient P l’ensemble des entiers positifs et A l’ensemble des fonctions définies sur P. à 
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valeur dans un anneau commutatif C. On définit la somme dans A par l’addition ordinaire des 
fonctions, et le produit par la formule 

(/ *g) = I f(x)çi(y). 

xy = ni 

où la somme est prise pour tous les couples possibles d'entiers positifs (x, y) tels que xy = ut. 

(a) Montrez que A est un anneau commutatif dont l’élément unité est la fonction <5 telle 
que <5(1 ) = 1 et <5(x) = 0, si x # 1. 

(b) Une fonction f est dite multiplicative si f(mn ) = f(m)f(n) chaque fois que m et n sont 
premiers entre eux. Montrez que si / et g sont multiplicatives, f * g l’est aussi. 

(c) Soit g une fonction telle que /r(l) = 1, g(pi...p r ) = (—lf. si p\...p, sont des nombres 
premiers distincts et g(m) — 0. si m est divisible par p 2 pour un nombre premier p. Montrez que 
g* tp i = <5 (où cpi est la fonction constante de valeur 1). [ Indication: montrer d’abord que g 
est multiplicative, puis démontrer l’assertion pour les puissances des nombres premiers.] La 
formule d'inversion de Mobius de la théorie élémentaire des nombres n’est rien d’autre que la 
relation g* cp\ * f = f. 

14. Soit / : A -* A' un homomorphisme d’anneaux. Soient J' un idéal bilatère de A\ et 
J l’ensemble des éléments x de A tels que /(x) appartient à J. Montrez que J est un idéal 
bilatère de A. 

15. Soient A un anneau commutatif et N l’ensemble des éléments x de A tels que x" = 0. 
pour un entier positif ». Montrez que N est un idéal. 

lb. Montrez que. dans l'exercice 15. siTest un élément de A/N et s’il existe un entier » 5: 1 
tel que x" = 0. alors x = 0. 

17. Soit A un anneau commutatif. Un idéal P de A est dit premier si P ^ A, et si a,be A et 
ab e P impliquent que a e P ou b e P. Montrez qu’un idéal de Z, non réduit à 0, est premier si et 
seulement s’il est engendré par un nombre premier. 

18. Soit A un anneau commutatif. Un idéal M de A est dit maximal si M ^ A et s’il n’existe 
pas d’idéal J tel que A zs J M. où J ^ A et J # M. Montrez que tout idéal maximal est 
premier. 

19. Soit A un anneau commutatif, (a) Montrez qu’un idéal P est premier si et seulement si 
A/P est intègre, (b) Montrez qu’un idéal M est maximal si et seulement si A/M est un corps. 

20. Soit h un ensemble, et soit X une partie de E telle que ni E. ni X ne soient vides. Soit 
A un anneau et soit F(E. A) l’anneau des applications de E dans A; soit 

g : F(E.A)-y F(X.A) 

la restriction des applications, i.e. l’application qui. à tout / e F(E. A), fait correspondre / 
considérée comme application de X dans A. Montrez que p est surjective et décrivez le noyau 
de g. 

21. Soit K un corps et soit E un ensemble. Soit x 0 un élément de E. Soit F(E. K) l’anneau 
des applications de E dans K. et soit J l’ensemble des applications / de F(E. K) telles que 
./(x 0 ) = 0. Montrez que J est un idéal maximal de F(E. K) et que F(E.K)/J est isomorphe à K. 


§ 4 . Corps des fractions 

Dans les paragraphes précédents, nous avons supposé que le lecteur connaissait 
le corps des rationnels, de manière à pouvoir donner des exemples de notions plus 
abstraites. Nous allons maintenant voir comment on peut définir les nombres 
rationnels à partir des nombres entiers. On sait aussi former des quotients f/g(g ^ 0) 
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de polynômes, et de tels quotients sont appelés des fractions rationnelles. Notre 
étude s’applique également à cette situation. 

Avant de commencer l’étude théorique de cette question, analysons plus atten¬ 
tivement le cas des nombres rationnels. Ce qui est fait à l’école primaire (ou devrait 
l’être), c’est de donner des règles pour déterminer les cas où deux quotients de 
nombres entiers sont égaux. C’est bien nécessaire, puisque, par exemple, £ = |. 
La chose importante reste qu’une fraction est déterminée par un couple de nombres 
—(3, 4) dans l’exemple précédent— mais aussi par d’autres couples —comme 
(6, 8)—. Si l’on considère tous les couples conduisant à la même fraction comme 
équivalents, on est sur la bonne voie pour définir les fractions comme classes 
d’équivalence de couples. On peut ensuite donner des règles d’addition des fractions, 
et celles que nous allons donner dans le cas général sont exactement les mêmes 
que celles qui sont (ou devraient être) données à l’école primaire. 

Notre étude s’applique à un anneau intègre A quelconque (rappelons-nous 
qu’intègre signifie que 1 ^ 0 et que A est commutatif sans diviseurs de 0). 

Soient (a, b) et (c, d) des couples d’éléments de A, avec b 0. et d 0. Nous 
disons que ces couples sont équivalents si ad = bc. Nous affirmons que nous avons 
là une relation d’équivalence. Revenant à la définition du chapitre I, §5, nous voyons 
que RE 1 et RE 3 sont ici des évidences. Quant à RE 2, supposons que (a, b) soit 
équivalent à (c, d) et que (c, d) soit équivalent à ( e. f ). Par définition ad = bc 
et c/ = de. En multipliant la première égalité par / et la seconde par b. on obtient 
adf = bef et bef = bde, d’où adf = bde, ou encore daf — dbe = 0. Donc d(af - be ) 
= 0. Puisque A n’a pas de diviseurs de 0, il en résulte que af - be = 0, i.e. que 
af = be. Cela veut dire que (a, b) est équivalent à (e,f), et prouve RE 2. 

Désignons par a/b la classe d’équivalence de (a, b). Nous allons maintenant 
indiquer comment additionner et multiplier de telles classes. 

Si a/b et c/d sont de telles classes, leur somme est définie par 

a c _ ad + bc 
bd bd 


et leur produit par 


a c _ ac 
bd~bd' 

Il faut bien sûr maintenant montrer qu’en définissant la somme et le produit 
comme ci-dessus, le résultat est indépendant du choix des représentants (a, b) 
et (c, d) des classes données. Nous allons le faire pour la somme. Supposons que 
a/b = a!/b' et que c/d - c'/d'. Il faut montrer que 

ad + bc a'd' + b'c' 
bd ~ Vd' 

Cela est vrai si et seulement si 


b'd'(ad + bc) — bd(a'd' + b'c'). 
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ou, en d’autres termes, si 

(1) b'd'ad + b'd’bc = bda’d' + bdb'c'. 

Mais ab' = a'b et cd' = c'd, par hypothèse. Cela montre que (1) est vérifié. Nous 
laissons la démonstration analogue pour le produit en exercice. 

Nous affirmons que l’ensemble des fractions a/b , où b A 0 est un anneau pour 
les opérations d’addition et de multiplication que l’on vient de définir. Remarquons 
d’abord que l’on a un élément unité, à savoir 1/1, où 1 est l’élément unité de A. 
Il faut maintenant vérifier tous les autres axiomes d’anneau. Cela est fastidieux, 
mais évident à toutes les étapes de la démonstration. A titre d’exemple, nous allons 
montrer l’associativité de l’addition. Pour trois fractions a/b, c/d et e/f on a 

(a , c\ , e ad + bc , e fad + fbc 4- bde 
[b + ~d) + f~ bd + / “ bdf ' 

D’autre part, 

a fc e\ a cf + de _ adf + bcf + bde 
b + \d + f)~b + df ~ 

Il est alors clair que les expressions de droite de ces deux égalités sont égales, 
ce qui prouve l’associativité de l’addition. Les autres axiomes sont tout aussi faciles 
à démontrer et nous nous dispensons de cette routine fastidieuse. Remarquons 
que notre anneau de fractions est commutatif. 

Désignons par K l’anneau de toutes les fractions a/b. Nous affirmons que K 
est un corps. Pour le voir, il suffit de montrer que tout élément non nul possède 
un inverse pour la multiplication. Mais l’élément zéro de K est 0/1, et si a/b = 0/1, 
alors a = 0. Par suite tout élément non nul de K peut s’écrire a/b, avec b = 0 et 
a ^ 0- Son inverse est b/a, comme on le voit directement en utilisant la définition 
de la multiplication des fractions. 

Remarquons enfin qu’on a une application naturelle de K dans K, à savoir 
l’application 

a I-» a/l. 

C’est encore une vérification de routine de voir que cette application est un homo¬ 
morphisme d’anneaux injectif. Tout homomorphisme d’anneaux injectif sera 
appelé un plongement et ainsi nous voyons que A est plongé dans K de manière 
naturelle. 

Le corps K sera appelé le corps des fractions de A. Si A = Z, K est par définition 
le corps des nombres rationnels. Si A est l’anneau des polynômes défini au chapitre 
suivant, son corps de fractions est appelé le corps des fractions rationnelles. 

Supposons que A soit un sous-anneau d’un corps L. L’ensemble de tous les 
éléments de la forme ab~ ’, où a, b e A et b #0, est, de manière évidente, un corps, 
et c’est un sous-corps de L. Nous appelons aussi ce corps le corps de fractions de A 
dans L. Il ne peut y avoir aucune confusion de terminologie puisque le corps des 
fractions de A, défini plus haut, est isomorphe à ce sous-corps de L, au moyen 
de l’application 
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a/b t-> ab ’ 

La vérification en est triviale, et, en raison de ce résultat, l’élément ab de L est 
aussi noté a/b. 

Exemple. Soit K un corps et, comme d’habitude, soit Q le corps des nombres 
rationnels. Il n’existe pas nécessairement de plongement de Q dans K ( K peut 
être, par exemple, fini). Cependant s’il existe un plongement de Q dans K , il n’en 
existe qu’un. On peut le voir facilement, car tout homomorphisme / : Q -> K est 
tel que /( 1) = e (élément unité de K). Ainsi, pour n > 0, on voit, par récurrence, 
que f(n) = ne, et, par conséquent, que f( — n) = — ne. De plus 

e =/( 1) = finit- 1 ) =/(«)/(«" ’), 

si bien que/(«“’) =/(«)" 1 = (ne) -1 - Pour toute fraction m/n = m« H , où met n 
sont des entiers et n > 0, on doit donc avoir 

f(m/n) = (me)/(ne). 

ce qui montre que/est déterminée de manière unique. Il est d’usage d’identifier Q à 
un sous-corps de K, et de considérer tout nombre rationnel comme un élément de K. 

Nous allons, pour finir, faire quelques remarques sur le prolongement d’un 
anneau dans un corps. Soient A un anneau intègre, et 

f- A -+ L 

un plongement de A dans un corps L. Soit K le corps des fractions de A. Alors f admet 
un unique prolongement en un plongement de K dans L, i.e. un plongement f* : K -* L 
dont la restriction à K est égale à f. 

Pour voir l’unicité, remarquons que si/* est un prolongement de/, et si 

f* : K -* L 

est un plongement, alors pour tous a, be A, on doit avoir 
f(*(a/b)) = f*(a)/f*(b) = f(a)/f(b), 

de sorte que l’effet de/* sur K est déterminé par celui de/sur A. Réciproquement, 
on peut définir/* par la formule 

f*(a/b) = f(a)/f(b), 

et l’on voit immédiatement que la valeur de/* ne dépend pas du choix du représen¬ 
tant de la fraction a/b, parce que, si a/b = c/d, où a, b, c, de A et où bd # 0, alors 
f(a)/f{b) = f(c)/f(d). On vérifie comme d’habitude que /* ainsi définie est un 
homomorphisme, ce qui prouve l’existence du prolongement. 


Exercices 


1. Développez en détail la démonstration de l’existence du prolongement /* de la fin du 
paragraphe précédent. 
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2. Un isomorphisme (d’anneaux) d’un anneau sur lui-même est encore appelé un 
automorphisme de cet anneau. Soient A un anneau intègre et a : A -* A un automorphisme de A. 
Montrez que a admet un unique prolongement en un automorphisme du corps des fractions 
de A. 

3. Soient K un corps et f : Z -* K un homomorphisme de l’anneau des entiers dans K. 
(a) Montrez que le noyau de/ est un idéal premier de Z. Si f est un plongemcnt, on dit que K 
est de caractéristique 0. (b) Si Ker/ # [0j. montrez que Kcr / est engendré par un nombre 
premier p. On dit, dans ce cas, que K est de caractéristique p. 

4. Soit K un corps de caractéristique p. Montrez que (.x + y) p = x’’ + y p , pour tous .x. y e K. 

5. Soit K un corps fini de caractéristique p. Montrez que l’application ,x t-» x p est un auto¬ 
morphisme de K. 



CHAPITRE IV 


Polynômes 

Tout au long de ce chapitre, sauf mention expresse du contraire , les corps considérés 
contiennent un nombre infini d'éléments. 

§ 1 . Algorithme d’Euclide 

Si K est un corps, on appelle fonction toute application d’un ensemble dans K. 
Soit K un corps. Un polynôme sur K, ou à coefficients dans K, est une fonction/ 
de K dans lui-même telle qu’il existe des éléments a 0 ,..., a„ de K tels que 

f(t) — + Oo 

pour tout t e K. Soit 

£/( f ) = b m t m + ••• + b 0 

un autre polynôme sur K ; on peut alors former la somme/+ g. Si, par exemple, 
n Ïï m, on peut poser bj = 0, pour j > m, 

g(t ) = 0t" + + b m t m + + b 0 , 

et l’on peut alors écrire la valeur de la somme / + g sous la forme 
(/ + 9)(t) = («n + b„)t" + + (flo + h 0 ). 

La fonction / + g est donc encore un polynôme. Si c e K, alors 

(cf)(t) = ca„t" + - + ca 0 . 

donc cf est un polynôme. 

On peut aussi effectuer le produit de deux polynômes, fg, et 
(,/i/)( f ) = (o„b m )l' H m + - + a 0 b 0 

si bien que fg est encore un polynôme. On écrit, en fait, 

= fn / 1 m + + c 'o, 

où 

k 

Ck — J] afik-i = aobk + afik -1 + ••• + afi>o. 

i = O 
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Cette expression des c k provient simplement du regroupement de tous les termes 

ciit l b k -it k ~‘ = ciib k -it k 

dans le produit, regroupement qui fournit le terme en t k . Puisque la somme et le 
produit de deux polynômes sont encore des polynômes, et puisque la fonction 
constante 1 est un polynôme, on voit que l’ensemble des polynômes est un sous- 
anneau de l’anneau des fonctions de K dans lui-même. Cet anneau des polynômes 
sera noté K[r]. 

Soit a un élément de K. Nous disons que a est une racine de/si/(a) = 0. 
Théorème 1. Soit f un polynôme sur K, de la forme 

fit) = a n t" + — + n 0 - 

Si a 0 , ...,a„ ne sont pas tous nuls,f a au plus n racines dans K. Si 

dit) = b n t" + ••• + b 0 

est un autre polynôme tel que f(t) = g(t) pour tous te K, alors a t = b t , pour 
tout i. 

Démonstration. Nous avons besoin d’un lemme. 

Lemme Soit f un polynôme sur K, et soit ae K. Il existe alors des éléments 
c o,..., c„ e K tels que 

fit) — Co + Ci(t — a) + ••• + c„(f — a)". 

Démonstration. Écrivons t = a + (t — oc), et remplaçons t par cette valeur 
dans l’expression de f. Pour tout entier k tel que 1 g k g n, on a 

t k = (a + (f - a))* = <x k + - + (f - a) k 

(ce développement étant celui qui est obtenu par la formule du binôme), et, par 
conséquent, 

a k t k = a k a k + - + a k (t - a) k 

peut s’écrire comme somme de puissances de (t - oc) multipliées par des éléments 
de K. En prenant la somme des a k t k pour k = 0,..., n, on trouve l’expression de/ 
souhaitée, ce qui démontre le lemme. 

Remarquons que, dans le lemme, on a/(oc) = c 0 . Par suite, si /(oc) = 0, c 0 = 0, 
et l’on peut écrire 

fit ) = it - cc)h(t), 

expression dans laquelle on peut encore écrire 

Kt) = di + d 2 )t - oc) + - + d n (t - oc)" -1 

où d u d 2 ,..., d„ sont des éléments de K. Supposons que/a plus de n racines dans K, 
et supposons, par exemple, que a u ..., oc„ 4 i soient n + 1 racines distinctes de/dans K. 
Soit a = a,, alors a ; - ai # 0 pour i = 2,...,« + 1. De 

0 = /(a,) = (a,- - 
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on déduit que fi(a,) = 0 pour i — 2, n + 1. Par récurrence sur n, on voit main¬ 
tenant que cela est impossible, ce qui prouve que / a au plus n racines dans K. 
Supposons enfin que J(t) = g(t) pour tout te K. Considérons le polynôme 

f{t) - g(t) = (a„ - b„)t n + - + (a 0 - b Q ). 

Tout élément de K est racine de ce polynôme. Par suite et à cause de ce que nous 
venons de démontrer, nous devons avoir a, — b t - 0 pour / = 0, n, soit eu = b(, 
ce qui démontre le théorème. 

Le théorème 1 montre que si l’on écrit le polynôme / sous la forme 

J(t) = a„t" + ■■■ + a 0 , 

où a t eK, alors les nombres a 0 ,...,a„ sont déterminés de manière unique. Ces 
nombres sont appelés les coefficients de ce polynôme. Si n est le plus grand entier 
tel que a„ # 0, nous dirons que n est le degré de/et nous écrirons n = degf. Nous 
disons aussi que a„ est le coefficient dominant de f. Nous disons que a 0 est le terme 
constant de / Si / est le polynôme nul, nous convenons que deg/ = — oo. Nous 
faisons également les conventions suivantes 

— oo + ( — oo) = — oo 
— oo + a = — oo, —oo < a, 

pour tout entier a, et aucune autre opération comportant — oo n’est définie. 

C’est pour que le théorème suivant soit vrai sans exception que nous faisons de 
telles conventions. 

Théorème 2. Soient f et g des polynômes à coefficients dans K. Alors 

deg ifg) = deg/ + deg g 

Démonstration. Soient 

fit ) = a„t n + - + a 0 et g(t) = b m t m + - + b 0 , 

où a„ # 0 et b m / 0. D’après la règle de multiplication des polynômes, on voit que 

f(t)g{t) = a„b m t n ~' m + des termes de plus bas degré, 

et a„b m / 0. Par conséquent, deg fg = n + m = deg/ + deg g. Si / ou g est nul, 
notre convention pour — oo fait que notre assertion reste vraie. 

Un polynôme de degré 1 est aussi dit linéaire. 

Corollaire. L'anneauK\f] n’a pas de diviseurs de zéro, et est par conséquent 
intègre. 

Démonstration. Si/et</sontdespolynômesnonnuls,alorsdeg/etdegéfsont ^ 0, 
donc deg (fg) 2: 0, et fg / 0, comme on voulait le montrer. 

On trouve, dans le théorème suivant, l’algorithme d’Euclide, ou division telle 
qu’on l’enseigne à l’école primaire. Cet algorithme d’Euclide est l’analogue de 
celui donné pour les entiers. 

Théorème 3. Soient f et g des polynômes sur le corps K, i.e. des polynômes 
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de X[r], et supposons que deg g 0. Il existe alors des polynômes q et r de K[f] 
tels que 

fit) = q(t)g(t) + r(t), 

avec deg r < deg g. Les polynômes q et r sont déterminés de manière unique 
par ces conditions. 

Démonstration. Soit m = deg g ^ 0. Posons 

J(t) = a„t" + + «o> 

<y(0 = b m t m + ••• + b 0 , 

où b m # 0. Si n < m, on prend q = 0 et r = f. Si n ^ m, posons 

fit) =f(t) - a„b-'t"- m g(t) 

(C’est là la première étape du processus de division.) On a alors deg f < deg/ 
On continue de la même manière, ou, plus formellement, par récurrence sur n, 
et l’on peut trouver des polynômes q { et r tels que 

/, = q x g + r. 


où deg r < deg g. Alors 

fit) = a n b-'t"~ m g!t) + fit) 

= ct„b m 1 r" m g(t) + qftjgit) + r(t) 

= (ctnbm't"~ m + qi)g(t) + rit), 

et l’on a, par conséquent, exprimé notre polynôme sous la forme voulue. Pour 
démontrer l’unicité, supposons que 

/= <710 + n = diQ + r 2 , 

où deg r, < deg g et deg r 2 < deg g. Alors 

(<7i - <72 )9 = r 2 - r„ 

Le degré du terme de gauche est ^ deg g, sinon ce terme est nul. Le degré du terme 
de droite est < deg g, sinon ce terme est nul. Par conséquent la seule possibilité 
est que ces deux termes soient nuis, c’est-à-dire que 

<?i = <7 2 et r, = r 2 , 


comme il fallait le démontrer. 

A l’aide de l’algorithme d’Euclide, on peut redémontrer une propriété déjà 
établie, par d’autres arguments. 

Corollaire 1 . Soit f un polynôme non nul de K[f]. Soit as K tel que /(a) = 0. 
Il existe alors un polynôme q(t) de X[t] tel que 

fit) = it ~ <x)q(t). 
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Démonstration. On peut écrire 

f(t) = q(t)(t - a) + r(t), 

où degr < deg(/ - a). Mais deg(l — a) = 1, donc r est constant. Puisque 
0 = /(oc) = c/(ot)(ot - oc) + r(oc) = r(oc), 

r = 0, comme souhaité. 

Corollaire 2. Soit K un corps tel que tout polynôme, non constant, de K[r] 
possède une racine dans K. Soit f un tel polynôme. Il existe alors des éléments 
oci,...,a„ et c de K tels que 

fit) = c{t - a,)(t - a 2 j - (f - a„). 

Démonstration. Remarquons que, dans le corollaire 1, deg q = deg/- 1. 
Faisons a = oc\ dans le corollaire 1. Par hypothèse, si q n’est pas constant, on peut 
trouver une racine a 2 de q\ on peut donc écrire 

fit) = qi(t){t - a,)(f - a 2 ). 

En procédant par récurrence, on continue de la sorte jusqü’à ce que q n+1 soit 
constant. 

Un corps K possédant la propriété du corollaire 2, à savoir que tout polynôme 
non constant sur K y possède une racine, est dit algébriquement clos. Nous démon¬ 
trons plus loin dans ce livre que le corps des nombres complexes est algébriquement 
clos. 


Exercices 

1. Mettez, dans chacun des cas suivants, f sous la forme f = qg + r, avec deg r < deg g. 

(a) f(t) = f 2 - 2f + 1, g(t) = r - 1 

(b) J'(t) = t 3 + t - 1, git) = t 2 + 1 

(c) fit) = f 3 + t, git) = t 

(d) fit) = t 3 - l, git) = t-\. 

2. Montrez que si fit) est un polynôme à coefficients entiers et git) un polynôme à coefficients 
entiers de coefficient dominant égal à 1, on peut exprimer/sous la forme qg + r, où deg r < 
< deg g. Les polynômes q et r étant à coefficients entiers. 

3. Montrez, en utilisant le théorème des valeurs intermédiaires, que tout polynôme à 
coefficients réels de degré impair possède une racine réelle. 

4. Soient fit) = t" + ••• + a 0 un polynôme à coefficients complexes, de degré n, et a une 
racine de /. Montrez que jaj g n ■ max,|fl,|. [ Indication: écrire 

-a" = fl„- ,a"~ '+••• + a 

Si |a| > n max,|a,|, diviser par a", prendre la valeur absolue et utiliser une approximation 
simple pour arriver à une contradiction.] 
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§ 2 . Plus grand commun diviseur 

Ayant l’algorithme d’Euclide à notre disposition, nous pouvons maintenant 
développer la théorie de la divisibilité, exactement comme nous l’avons fait, au 
chapitre 1 , pour les entiers. 

Théorème 4 . Soit J un idéal de X[t]. Il existe un polynôme g qui est un 
générateur de J. 

Démonstration. Supposons que J soit un idéal non nul, et soit g un polynôme 
non nul de J, de degré minimum. Nous affirmons que g est un générateur de J: 
Soit en effet/un élément quelconque de J; on peut trouver, au moyen de l’algo¬ 
rithme d’Euclide, des polynômes q et r tels que / = qg + r, avec deg r < deg g. 
Le polynôme r = / — qg est aussi dans J, par définition d’un idéal. Puisque 
deg r < deg g, on doit avoir r = 0. Par suite, / = qg et g est un générateur de J, 
comme souhaité. 

Remarque. Soit g x un générateur non nul d’un idéal J, et soit g 2 un autre géné¬ 
rateur. Il existe alors un polynôme q, tel que g x = qg 2 ■ Puisque 

deg gii = degq + deg 0 2 . 

il s’ensuit que deg #2 è deg g x . Par raison de symétrie, on doit avoir 

deg < 7 , = deg g 2 

Donc q est constant. On peut écrire 

(h = W 2 

où c est un nombre. Posons 


g 2 (t) — a n t n + ••• + a o 

où a„ / 0. Prenons b = a„~ 1 : bg 2 est alors aussi un générateur de J, et son coeffi¬ 
cient dominant est 1. On peut donc toujours trouver un générateur d’un idéal 
(non nul) de coefficient dominant 1. Il est, de plus, clair que ce générateur est dé¬ 
terminé de manière unique. 

Soient f et g des polynômes non nuis. Nous disons que g divise f et nous écri¬ 
vons g \f s’il existe un polynôme q tel que/ = gq. Soient/! et f 2 des polynômes 
non nuis. Nous disons qu’un polynôme g est un plus grand commun diviseur de/ 
et de f 2 , si g divise / et f 2 et si, de plus, tout polynôme h divisant /i et f 2 divise g. 

Théorème 5. Soient / et f 2 des polynômes non-nuls de X[t]. Soit g un 
générateur de l'idéal engendré par / et f 2 . Alors g est un plus grand diviseur 
de^ et def 2 . 

Démonstration. Puisque /, appartient à l’idéal engendré par / et f 2 , il existe 
un polynôme q { tel que/i = donc g divise/. De la même manière g divise f 2 . 
Soit h un polynôme divisant à la fois/ et f 2 . Écrivons 

/ = M et h 2 h, 
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où hi et h 2 sont des polynômes. Puisque g appartient à l’idéal engendré par f 
et f 2 , il existe des polynômes g, et g 2 tels que g = gfi + g 2 f 2 , par suite 

g = g\h x h + g 2 h 2 h = (gqhi + g 2 h 2 )h. 

Par suite h divise g, et notre théorème est démontré. 

Remarque 1. Le plus grand commun diviseur est détermine à une constante 
multiplicative non nulle près. Si l’on choisit le plus grand commun diviseur à 
coefficient dominant 1 , il est déterminé de manière unique. 

Remarque 2. On peut donner exactement la même démonstration pour plus 
de deux polynômes. Par exemple, si sont des polynômes non nuis, et 

si g est un générateur de l’idéal engendré par/i, ...,/„, alors g est un plus grand divi¬ 
seur commun de fi ./„. 

Des polynômes dont le plus grand commun diviseur est 1 sont dits 

premiers entre eux (ou étrangers - N.d.T.). 

Exercices 

1. Montrez que t" — 1 est divisible par t — 1. 

2. Montrez que t 4 + 4 peut se mettre sous la forme d’un produit de deux polynômes de 
degré 2, à coefficients entiers. 

3. Trouvez le quotient de t" + 1 par t + 1, pour n impair. 


§ 3 . Unicité de la décomposition 

Un polynôme p de K[t] est dit irréductible (sur K) s’il est de degré 1, et si, 
étant donnée une décomposition de p sous la forme p = fg, où /, geK[t], deg/ 
ou deg g = 0 (i.e. l’un des polynômes fou g est une constante). Ainsi, à une constante 
multiplicative non nulle près, les seuls diviseurs de p sont p lui-même et 1 . 

Exemple 1. Les seuls polynômes irréductibles sur les corps des nombres com¬ 
plexes sont les polynômes de degré 1 , i.e. les produits par une constante non nulle 
de polynômes du type t — a, où a 6 C. 

Exemple 2. Le polynôme t 2 + 1 est irréductible sur R. 

Théorème 6. Tout polynôme de K[f] de degré 2: 1 peut s'exprimer comme 
produit Pi - p m de polynômes irréductibles. Dans un tel produit, les polynômes 
Pi,.„,p m sont déterminés de manière unique, à l'ordre près, et à une constante 
multiplicative non nulle près. 

Démonstration. Montrons d’abord l’existence d’une telle décomposition en un 
produit de polynômes irréductibles. Soit fe K[t] de degré 2: 1. Si/est irréductible, 
il n’y a rien à démontrer; sinon, on peut écrire 

f=gh, 
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où deg g < deg/ et deg h < deg./. Par hypothèse de récurrence, on peut exprimer 
g et h comme produits de polynômes irréductibles, et, par conséquent,/ = gh peut 
aussi s’exprimer comme un tel produit. 

Il nous faut maintenant démontrer l’unicité. Mous avons besoin du lemme 
suivant. 

Lemme. Soit p un polynôme irréductible de K[t]. Soient f et g des polynômes 
non nuis de K[t], et supposons que p divise fg. Alors p divise fou p divise g. 

Démonstration. Supposons que p ne divise pas /. Le plus grand commun 
diviseur de p et de/est alors 1, et il existe des polynômes h x et h 2 de X[t] tels que 

1 = hip + hif 

(On utilise le théorème 5.) Multiplions cette égalité par g, on obtient 

g = ghip + h 2 fg. 

Mais il existe h 3 tel que fg = ph 3 , d’où 


g = (gh i + h 2 h 3 )p, 

et p divise g, ce qu’il fallait démontrer. 

Nous appliquons ce lemme lorsque p divise un produit de polynômes irréduc¬ 
tibles q lt ..., q s . Dans ce cas, p divise q x ou p divise q 2 ,..., q s . Il existe donc une cons¬ 
tante c telle que p = cq i, sinon p divise q 2 ,...,q s . Dans ce dernier cas, on peut 
procéder par récurrence et en conclure que, dans tous les cas, il existe un i tel que 
p et qt ne diffère que d’une constante multiplicative. 

Supposons maintenant que nous avons deux produits de polynômes irréduc¬ 
tibles 


P i -Pr = <7i 

Après avoir éventuellement ré-indexer les q,, on peut supposer que p, = c 1 q 1 , 
où Ci est une constante. En simplifiant par q i, on obtient 

CiP 2 -Pr = <72 -<L- 

En itérant ce procédé, on conclut qu’il existe des constantes c, telles que p f = qg,, 
après une permutation éventuelle des q t . Cela démontre l’unicité. 

Corollaire 1. Soit f un polynôme de L[f] de degré S; 1. Le polynôme f 
possède une décomposition f = cp y ...p s , où p 1 ...p s sont des polynômes irré¬ 
ductibles, de coefficients dominants 1 , déterminés de manière unique à une permuta¬ 
tion près. 

Corollaire 2. Soit K un corps algébriquement clos. Soit f un polynôme de K[t] 
de degré 2: 1. Le polynôme f possède alors une décomposition sous la forme 


f(t) = c(t - ai) - (t - a„), 
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où aii e K et ce K. Les facteurs t — a,- sont déterminés de manière unique à une 
permutation près. 

Nous avons, la plupart du temps, affaire à des polynômes ayant 1 pour coeffi¬ 
cient dominant. Soit/un tel polynôme de degré ^ 1. Soient p u ..., p r les polynômes 
irréductibles distincts (de coefficients dominants 1 ) intervenant dans la décomposi¬ 
tion de / On peut alors exprimer / comme un produit de la forme 

/= Pi‘-Ph 

où ii,.... i r sont des entiers positifs, déterminés de manière unique par p!. p r . 

Nous disons que cette décomposition est la décomposition normalisée de / En 
particulier, sur un corps algébriquement clos, 

fit ) = (t - ai)'’ 1 - (t - K r y -. 

Un polynôme ayant 1 pour coefficient dominant est parfois appelé monique 
(ou unitaire - N.d.T.). 

Si p est irréductible, et si / = p m g, où p ne divise pas g et où m est un entier 
positif ou nul, on dira que m est la multiplicité de p dans / (on pose p° = 1 par 
définition). On note cette multiplicité ord/, et on l’appelle encore ordre de/en p. 
Si a est une racine de f et si 


/(f) = (t - a) m g(t), 

où g( a) / 0 , alors t — a ne divise pas g(t), et m est la multiplicité de t - a dans / 
On dit aussi que m est la multiplicité de a dans/ (ou l’ordre de la racine a dans/- N.d.T) 
Il y a un critère simple, utilisant la dérivée, pour vérifier si m > 1. 

Soit / (t) = a„t" + - + a 0 un polynôme. On définit sa dérivée (formelle ) comme 
suit 

Df(t) =f\t) = na„t n ~ 1 + ln - l)a„_ l t"~ 2 + ••• + a,. 

Nous pouvons alors affirmer ce qui suit, en laissant au lecteur le soin d’en faire la 
démonstration. 

Si/et g sont des polynômes, alors 

(/+ g)' =f + g' 


et 


(M = f'g + fg'- 

Si c est une constante, (t/)' = cf. 

Si f{t) = h(t) m pour un entier m ^ 1, /'(f) = rnh(t) m ~'h'(t) (démontrer cette 
dernière assertion par récurrence). 

Théorème 7. Soit K un corps. Soit f un polynôme sur K de degré 1, et soit a 
une racine de f dans K. La multiplicité de a dans f est alors > 1 si et seulement 
si /'(a) = 0 . 
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Démonstration. Supposons que J{t) = (t — a) m g(t), où m > 1. En prenant la 
dérivée, on trouve 

f'(t) = m(t - a ) m - l g(t) + (t- a) m g'(t). 

En remplaçant t par oc dans cette expression, on voit que /'(a) = 0 puisque m — 1 2: 1. 
Réciproquement, supposons que 

f(t) = (t - a ) m g{t), 

et que g(a.) ^ 0, si bien que m est l’ordre de a. Si m = 1. 

f\t) = g(t) + (t- a)g’(t), 

de telle sorte que /'(a) = g( a) # 0. Cela démontre notre théorème. 

Exercices 

1. Soit / un polynôme de degré 2 sur un corps K. Montrez que, soit / est irréductible 
sur K, soit / se décompose en deux facteurs du premier degré sur K. 

2. Soit / un polynôme de degré 3 sur K. Montrez que si / n’est pas irréductible sur K, f 
possède une racine dans K. 

3. Soit f(t) un polynôme irréductible à coefficients réels ayant 1 pour coefficient dominant. 
Supposons que deg / = 2. Montrez que f(t) peut s’écrire sous la forme 

/(t) = (t - a) 2 + b 2 , 

pour a, b e R, b # 0. Montrez réciproquement qu’un tel polynôme est irréductible. 

4. Soit / un polynôme à coefficients complexes par exemple 

/(O = a n t" + •■• + a 0 . 

Le conjugué de / sera par définition 

/(t) = S„r n + ••• + So, 

où on a pris le conjugué de chaque coefficient de /. Montrez que si f et g sont dans C[f], 

(/ + g) = f + g . (fg) = fg . 

et que si /? e C, alors (/?/) = /?/, 

5. Soit /(f) un polynôme à coefficients réels. Soit a une racine complexe non réelle de /. 
Montrez que a est aussi racine de /. 

6. Les données étant celles de l’exercice 5, montrez que l’ordre de a dans / est le même que 
l’ordre de â. 

7. Montrez que les polynômes suivants n’ont pas de racines multiples dans C. 

(a) t 4 + t ; (b) f 5 — 5t + 1 

(c) Tout polynôme de la forme t 2 + bt + c, où b et c sont tels que b 2 - 4c ^ 0. 

8. Montrez que le polynôme t" — 1 n’a pas de racines multiples dans C. Pouvez-vous en 
déterminer toutes les racines et donner sa décomposition en facteurs de degré 1? 

9. Soit K un sous-corps de C, et soit aeC. Soit J l’ensemble de tous les polynômes f(t) 
de K[r] tels que /(a) = 0. Montrez que J est un idéal. Montrez que si J est un idéal non nul, le 
générateur monique de J est irréductible. 
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10. Soient / et g des polynômes écrits sous la forme 

/=Pi'-pJ r et g = p{'...p} r , 

où iv et j, sont des entiers positifs ou nuis, et où p t ,...,p r sont des polynômes irréductibles 
distincts. 

(a) Montrez que le plus grand commun diviseur de / et de g peut s’exprimer comme un 

produit pf‘,p k /\ où k ,. k r sont des entiers î; 0. Exprimez fc v en fonction de î, et de j,.. 

(b) Définissez le plus petit commun multiple de plusieurs polynômes et exprimez le plus 
petit commun multiple de / et de g comme produit p k l ...p kr , où les entiers fc v sont èO. Exprimez 
k, en fonction de iv et de j,. 

11 Trouvez le plus grand commun diviseur et le plus petit commun multiples de chacun 
des couples suivants: 

(a) (t - 2) 3 (t - 3) 4 (r - i) et (t - l)(r — 2)(f - 3) 3 

(b) (t 2 + l)(t 2 - 1) et (t + i) 3 (f 3 - 1). 

12. Soit K un corps, A = K[t] l’anneau des polynômes à coefficients dans K, et F le corps 

des fractions de A, i.e. le corps des fractions rationnelles. Soit aeK, Soit A a l’ensemble des 
fractions rationnelles qui peuvent s’écrire //g pour des polynômes g et f tels que g(a) # 0. 
Montrez que A a est un anneau. Si (p est une fraction rationnelle, et si <p = /Ig , où g( a) ^ 0, 
on pose <p(a) = Montrez que <p(u) ne dépend pas du choix de la représentation de ip 

comme quotient / /g. Montrez que l’application (p i-> cp(a) est un homomorphisme d’anneaux 
de A, dans K. Montrez que le noyau de cet homomorphisme d’anneaux est formé de toutes 
les fractions rationnelles //g telles que g(a) # 0 et f(a) — 0. Si l’on note M„ ce noyau, montrez 
que M a est un idéal premier de A a . 

13. Soit A un anneau commutatif, soit K un sous-corps de A (i.e. un sous-anneau qui est 
aussi un corps). Soit k e K[f] un polynôme à coefficients dans K, 

f(t ) = Ont" + + flo- 

Soit b e A. Posons 


f(b ) = ci„b" + + Oq. 


Montrez que l’application / h» f(b ) est un homomorphisme d’anneaux de K[f] dans A. 

14. Soit R une fraction rationnelle à coefficients dans le corps K, exprimée comme quotient 
de polynômes, R = g //. Définissons la dérivée de R comme étant 

ir - /g' ~ g/' 

f 2 ’ 

où le signe «prime» désigne la dérivée formelle du polynôme, comme ci-dessus. 

(a) Montrez que la dérivée de R ne dépend pas de son expression comme quotient de poly¬ 
nômes, i.e. si R = gjfu alors 

fg' - gf _ fig't - gJ'i 
f 2 fi ' 

(b) Montrez que la dérivée des fractions rationnelles satisfait aux propriétés usuelles, 
i.e. qu’on a, pour des fractions rationnelles R i et R 2 , 


{R i + R 2 Y ~ R\ + R'i et (R t R 2 Y = R1R2 “1“ R\Ri- 
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(c) Soient aa„ et a,,...,«„ des éléments de K tels que 


1 


+ ...+ «■ 


(t - a,)-(t - a„) t - a, t - a„ 

Soit /(t) = (f - ai) -(f — a„); supposons que ai,...,a, sont distincts. 

1 1 


Montrez que «[ = 


(aj - a 2 )'"(ai - a„) /'(ai) 


§ 4 . Décomposition en éléments simples 

Nous avons démontré au paragraphe précédent qu’on peut exprimer un poly¬ 
nôme comme produit de puissances de polynômes irréductibles d’une façon unique à 
une permutation près des facteurs. La même chose reste vraie, si on admet l’utilisa¬ 
tion d’exposants négatifs. Soit R —g/f une fraction rationnelle, exprimée comme 
quotient des polynômes g et /, où / # 0. Supposons que R ^ 0. Si g et / ne sont 
pas premiers entre eux, on peut simplifier par leur plus grand commun diviseur 
pour obtenir R comme quotient de deux polynômes premiers entre eux. En mettant 
en facteurs leurs coefficients dominants, on peut écrire 


R = 



où f, et 0 ! ont 1 pour coefficient dominant. Alors f 2 , g! et c sont déterminés de 
manière unique; supposons que 


cgi/fi = c 2 g 2 /f 2 , 

pour des constantes c et c 2 et pour des couples de polynômes étrangers/], g i et 
f 2 , g 2 de coefficients dominants égaux à 1. On a alors 

cg if 2 = c 2 gifi. 

D’après l’unicité de la décomposition des polynômes, nous arrivons à la conclu¬ 
sion que gi = g 2 et /i = f 2 , de sorte que c = c 2 . 

Si nous décomposons maintenant /i et f y en produits de puissances de polynô¬ 
mes irréductibles, nous obtenons l’unique décomposition possible de R. Tout 
cela est parfaitement analogue à la décomposition obtenue pour les nombres 
rationnels au chapitre I, §4. 

Nous voulons maintenant décomposer une fraction rationnelle en somme de 
fractions rationnelles, telles que le dénominateur de chacune d’elles soit une puis¬ 
sance d’un polynôme irréductible. Une telle décomposition est appelée dé compo¬ 
sition en éléments simples. Commençons par un lemme qui nous permet de raisonner 
par récurrence. 
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Lemme. Soient fi et fi deux polynômes non nuis et étrangers à coefficients 
dans un corps K. Il existe alors des polynômes h 2 et h 2 , à coefficients dans K, 
tels que 

1 hj h 2 

fifi fi fi 


Démonstration. Puisque fi et f 2 sont étrangers, il existe des polynômes h i 
et h 2 tels que 


hifi + hifi — 1 - 


En divisant les deux côtés de cette égalité par ff 2 , on obtient le résultat. 
Théorème 8. Toute fraction rationnelle peut s'écrire sous la forme 




où pi,...,p„ sont des polynômes irréductibles distincts de coefficients dominants 
égaux à 1; i 2 ,...,i n sont des entiers â; 0; h u h„, h sont des polynômes satis¬ 
faisant à 

deg h v < deg p' et p|/i v 

pour v = 1, Dans une telle expression les entiers i v et les polynômes h„ 
h(v = 1, n) sont déterminés de manière unique. 


Démonstration. Nous allons d’abord démontrer l’existence de l’expression 
donnée dans notre théorème. Soit R = g/f où/est un polynôme non nul, et posons 

/= p‘l - pir 


où pu ..., p„ sont des polynômes irréductibles distincts et i u ..., i„ des entiers S; 0 . 
D’après le lemme, il existe des polynômes g u g* tels que 

1 = £i , g* 

f pi p‘i 2 - pir 

et par hypothèse de récurrence, il existe des polynômes g 2 ,...,g n tels que 

gï = £2 , .. . 9n 

p'i - pir p'î pir 

En multipliant par g, il vient 


g _ gg\ . , ggn 

f ~ Pi' p 1 / 

Nous pouvons diviser gg v par p‘ v v en utilisant l’algorithme d’Euclide pour v = 
= 1,..., n et nous obtenons 

ggv = dvPv' + K, deg h v < deg pt v . 

On obtient de cette façon l’expression souhaitée de g/f, où h = + - + q„- 
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Démontrons maintenant l’unicité de cette décomposition. (On peut supposer 
que les polynômes irréductibles pi,..., p„ sont les mêmes des deux côtés, en posant 
i v = 0 pour certains t v> si nécessaire.) Il existe alors des polynômes <p, ÿ tels que 
ij/ 7 ^ 0 et pi | \Jj, et pour lesquels nous pouvons écrire 

hi h 1 _ <p 

Supposons que, par exemple, j'i ^ j t . On a alors 

h i p J 1 '~ h - hj = <p 

7 t 


Puisque \j/ n’est pas divisible par p 1; il résulte de l’unicité de la décomposition 
que pi 1 divise /tjpj 1- ' 1 — h u Si j { # i 1 , alors pi | h u contrairement aux hypothèses 
du théorème. D’où j 1 = i 1 . Mais, puisque ^ n’est pas divisible par p u il s’ensuit 
maintenant quepi 1 divise h i — h t . Or, par hypothèse, 


deg(/ii - h i) < deg p } 1 


D’où hi - hi — 0, et par suite hx = hy. Nous en concluons donc que 


P‘i 


+ 


, K, 

pi." 


+ h = 




et nous pouvons alors achever la démonstration par récurrence. 

L’expression donnée au théorème 8 , est appelée décomposition en éléments 
simples de R. 

Les polynômes irréductibles pi,...,p„ du théorème 8 peuvent être connus 
d’une façon en quelque sorte plus précise; le théorème suivant fournit des infor¬ 
mations supplémentaires les concernant, et concernant également h. 

Théorème 9. Avec les notions du théorème 8 , considérons une fraction 
rationnelle R exprimée sous la forme R = g/f où f et g sont des polynômes étran¬ 
gers, etfsé 0 . 

Supposons que tous les entiers i lt ..., i n soient > 0. Alors 


f = Pi' - pi," 

est la décomposition de f en éléments irréductibles. De plus , si deg g < deg f h = 0. 

Démonstration. Si on réduit la décomposition de R en éléments du théorème 
au même dénominateur, nous obtenons 

(*. R = hipjf - Pn + ••• + h n p\' - pir-t + hp\' - p‘„" 

V f «il ... «i« 

P 1 Pn 

Le polynôme p v ne divise donc pas le numérateur de droite dans (*), pour tout 
indice v = 1,..., n. En effet, p v divise chaque terme de ce numérateur sauf le terme 
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(où le chapeau sur p‘ v v indique l’omission de ce facteur). Cela vient de l’hypothèse 
que p v ne divise pas h v . Le numérateur et le dénominateur de droite dans (*) sont 
donc premiers entre eux, prouvant ainsi notre première assertion. 

Pour ce qui est de la seconde assertion, en posant encore R = g/f nous avons 
/= PÏ - V'n et 

g = Rf = hipÿ - p‘,r + - + h n p\' -pir-i + hp\ l - pi," 

Supposons que deg g < deg / Chaque terme de la somme précédente est alors de 
degré inférieur à degré de f sauf peut-être le dernier terme 

hf = hp\' - pi 

Si h # 0, alors ce dernier terme est de degré 3; deg / et nous obtenons maintenant 
hf= g - h lP ‘i - pi? - - - h n p\' - pi?--{ 

où le membre de gauche est de degré ^ deg / et le membre de droite de degré 
< deg fi C’est impossible. Donc h = 0, comme il fallait le montrer. 

Remarque. Étant donnée une fraction rationnelle R = g/f, où f et g sont des 
polynômes étrangers, on peut écrire en utilisant l’algorithme d’Euclide 

9 = 9if+ 92, 

où g i et g 2 sont des polynômes et où deg g 2 < deg/. On a alors 


et on peut appliquer le théorème 9 à la fraction rationnelle g 2 /f II est toujours 
utile lorsqu’on étudie des fractions rationnelles d’effectuer dès le début cette 
division pour ramener cette étude au cas où le degré du numérateur est plus petit 
que celui du dénominateur. 

Exemple 1. Soient a u ...,a. n des éléments distincts de K. Il existe des élé¬ 
ments ai, ...,a n e K tels que 

_1_ _ 1 ... _|_ An 

(t - ai) — (t - a„) t - a] t - a„ 

En effet, on peut, dans le cas présent, appliquer les théorèmes 8 et 9, avec g = 1 
et en tirer que deg g < deg / A l’exercice 14 du paragraphe précédent, nous avons 
montré comment déterminer a it par une méthode particulière. 

On peut décomposer les expression h v /pi v de la décomposition en éléments 
simples, de la façon particulière que nous allons maintenant exposer. 

Théorème 10 . Soit cp un polynôme non nul à coefficients dans K. Soit h un 
polynôme quelconque à coefficients dans K. Il existe des polynômes \p 0 ,\j/ m 
tels que 

h = \jj 0 + ij/icp + - + i l/ m <P m > 
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avec deg i/q < deg cp, pour tout i = 0,...,m. Les polynômes sont 

déterminés de façon unique par ces conditions. 

Démonstration. Démontrons l’existence de i/> 0 , ...,i p m par récurrence sur le 
degré de h. On peut écrire, par division euclidienne, 

h = q<p + i{/ 0 

pour des polynômes q et i^ 0 » avec deg t/'o < deg cp. On a alors deg q < deg h, de 
telle sorte qu’on peut écrire, par hypothèse de récurrence 

q = ÿi + «h <P + - + <p m cp m ~' 

pour des polynômes i/q tels que deg i/q < deg cp. On obtient par substitution 
h = (ifri + i p 2 (p + - + i !/ m (p m ~ v )cp + t^o 
qui conduit à l’expression souhaitée. 

Pour ce qui est de l’unicité, remarquons d’abord que, dans l’expression donnée 
dans le théorème, à savoir 

h = \j/o + iAi<p + - + i l/ m (p m = t/'o + Ç#i + - + ‘) 

le polynôme \p 0 est nécessairement le reste de la division de h par cp, de sorte que 
l’unicité est assurée par la division euclidienne. En écrivant h = qcp 4- i^ 0 > on 
conclut alors que 

q = tAi + - + i K<P m ~' 

et q est déterminé de façon unique. Les polynômes i/q,..., ip m sont donc déterminés 
de façon unique par hypothèse de récurrence, et la démonstration est achevée. 

L’expression de h en fonction des puissances de <p comme on l’a donné au 
théorème 10 s’appelle son développement cp-adique. On peut appliquer cela au 
cas où cp est un polynôme irréductible p, auquel cas son expression est le développe¬ 
ment p-adique de h. Supposons que 

h = «Ao + i/'iP + - + 

soit son développement p-adique. En divisant par p‘ pour un certain entier i > 0, 
on obtient le théorème qui suit 

Théorème 11 . Soient h un polynôme et p un polynôme irréductible à coeffi¬ 
cients dans le corps K. Soit i un entier > 0. Il existe une expression unique 

+ "• + !?o + 9\P + - + 9sP s 

p 1 p' p‘ 

où les sont des polynômes de degré < deg p. 

Nous avons adopté, dans le théorème 11, un numérotage de .. 

de façon à l’ajuster à l’exposant de p intervenant au dénominateur. A part cela et 
modulo l’indexation, ces polynômes g ne sont rien d’autre que les ipo, ... trouvés 
dans le développement p-adique de h. 
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Corollaire Soit <xe K, et soit h un polynôme à coefficients dans K. On a alors 


h(t) 


' + 77 - ' + J - T + "• + fl<) + A l(t — Ct) + 


(t + a,)' (t-a)‘ (f - <x)‘ 

où les a„ sont des éléments de K, détermiws de façon unique. 

Démonstration. Dans ces conditions p{t) = t - oc est de degré 1, de sorte que 
les coefficients du développement p-adique de h doivent être des constantes. 

Exemple 2. On peut, pour déterminer la décomposition en éléments simples 
d’une fraction rationnelle donnée, résoudre un système d’équations linéaires. 
Donnons un exemple. On veut déterminer les constantes a et b telles que 

1 a b 


(t - l)(t - 2) t - 1 t - 2 

En réduisant le second membre au même dénominateur, on a 

1 a(t — 2) + b(t — 1) 

(t-l)(t-2)~ (t - l)(r - 2) 

En égalant les numérateurs, on doit avoir 

a + b - 0, 

-2a - b = 1. 

On peut alors résoudre en a et b pour obtenir a = — 1 et b = 1. On traite de façon 
similaire le cas général. 


Exercices 


1 . Déterminez les décompositions en éléments simples des fractions rationnelles suivantes: 

, . t 4 - 1 ... 1 

(a)- • (b) ---. 

U ~ D(t - 2) (t + l)(t 1 2 + 2) 

2. Soit R = g/f une fraction rationnelle telle que deg g < deg /. Soit 

l = h+- + ^ 

f P'î Pn 

sa décomposition en éléments simples. Soit d v = deg p v . Montrez que les coefficients de h,,..., h„ 
sont solutions d’un système d’équations linéaires, tel que le nombre de variables soit égal au 
nombre d’équations, i.e. tel que 

deg / = i t di + + i„d„. 


Le théorème 9 montre que ce système a une solution unique. 

3. Trouvez le développement (r — 2)-adique des polynômes suivants: 

(a) t 2 - 1 ; (b) t 3 + t - 1 ; (c) t 2 + 3 ; (d) t 4 + 2r 3 - t + 5. 

4. Trouvez le développement (r — 3)-adique des polynômes de l’exercice 3. 
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§ 5 . Polynômes à coefficients entiers 

Les polynômes à coefficients dans Z forment un anneau particulièrement 
intéressant. Nous allons démontrer quelques propriétés particulières de tels polynô¬ 
mes, propriétés qui vont conduire à un important critère d’irréductibilité concer¬ 
nant les polynômes à coefficients rationnels. Si A est un anneau, contenu dans un 
corps, on désigne par /4[r] l’ensemble des polynômes à coefficients dans A. 11 
s’agit, de façon claire, d’un anneau, appelé anneau des polynômes à coefficients 
dans A. 

Lemme 1 . Soit f un polynôme non nul sur le corps des rationnels. Il existe 
alors un nombre rationnel r # 0 tel que rf possède des coefficients entiers, qui 
sont premiers entre eux. 

Démonstration. Écrivons 


f(t) = a n t n + •" 4- ao, 


où a 0 ,...,a„ sont des nombres rationnels, et où a„ ^ 0. Soit d un dénominateur 
commun de a 0 ,...,a„. Le polynôme df possède donc des coefficients entiers, à 
savoir da n ,..., da 0 . Soit b le plus grand commun diviseur de da n ,..., da 0 . Le polynô¬ 
me 



da n .n _i_ , o 

h + b 


possède alors des coefficients entiers premiers entre eux, comme il fallait le montrer 

Lemme 2. Soientf et g deux polynômes non nuis à coefficients dans Z ; supposons 
que f a des coefficients premiers entre eux, ainsi que g. Alors fg a aussi des coeffi¬ 
cients premiers entre eux. 

Démonstration. Écrivons 


/(r) = a n t” + - + a 0 , a„ + 0, 
g(t) = b m t m + - + b 0 , b m ^ 0, 

où les sont étrangers, ainsi que les b,-; soit p un nombre premier. Il va suffire de 
démontrer que p divise certains coefficients de fg. Soit r le plus grand entier tel 
que 0 ^ r ^ n avec a r # 0, et tel que p ne divise pas a r . De la même façon, soit b s 
le coefficient de g le plus à gauche, non nul, tel que p ne divise pas b s . Considérons 
le coefficient de f r+s dans f(t)g(t). Il est égal à 

c = a r b s + a r+ iô s -i + - 

+ Or- \b s + 1 + ■" 

et p ne divise pas a r b s . Cependant, p divise tout autre terme non nul de la somme 
puisque chacun de ces termes est de la forme 
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avec a, à gauche de a r (i.e. i > r), ou de la forme 

ttr + s- Pj 

avec j > s (i.e. dans le cas où bj est à gauche de b s ). Par suite, p ne divise pas c, et 
notre lemme est démontré. 

Théorème 12. (Gauss). Soit f un polynôme à coefficients premiers entre eux 
de deg è 1- Si f est réductible sur Q c'est-à-dire si l'on peut écrire f = gh avec g. 
h e Q[f], et deg g 1, deg h St 1, alors il existe des nombres rationnels r et s tels 
que, si l'on pose g^ = rg et h x = sh, alors g i et h x sont à coefficients entiers, 
vérifiant f = gih x . 

Démonstration. D’après le lemme 1, r et s sont des nombres rationnels non 
nuis tels que rg et sh sont à coefficients entiers, étrangers. Soient g } = rg ethi = sh. 
Alors 


et par suite, rsf = g\h x . D’après le lemme 2, gpi possède des coefficients premiers 
entre eux. Puisqu’on suppose que les coefficients de / sont étrangers, il s’ensuit 
immédiatement que rs lui-même doit être un entier, et ne peut être divisible par 
aucun nombre premier. De là vient que rs = ± 1, et qu’en divisant par exemple g i 
par rs, on obtient le résultat 

Théorème 13. (Critère d’Eisenstein.) Soit 


fit) — a n t n 4- "■ + a 0 

un polynôme de degré n S: 1, à coefficients entiers. Soit p un nombre premier. 
Supposons que 

a„ 0 (mod p), a ; s 0 (mod p) pour tout i < n 
a 0 # 0 (mod p 2 ) 

Le polynôme f est alors irréductible sur Q. 

Démonstration. Divisons d’abord / par le plus grand commun diviseur de ses 
coefficients et supposons maintenant que / a des coefficients premiers entre eux. 
D’après le théorème 5, on doit montrer que/ne peut pas s’exprimer comme produit 
gh de polynômes g et h à coefficients entiers, tels que deg g et deg h soient jg 1. 
Supposons qu’on peut le faire, et écrivons % 

g(0 — b d t J + — + b 0 , 
h(t ) = c m t m + ••• + Co, 

où d, m ^ 1 et b d c m + 0. Puisque b 0 c 0 = a 0 est divisible par p mais pas par p 2 , 
il s’ensuit que l’un des nombres b 0 ou c 0 n’est pas divisible par p, par exemple, b 0 - 
Alors p|co. Puisque c m b d = a„ n’est pas divisible par p, il s’ensuit que p ne divise 
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pas c m . Soit c r le coefficient de h le plus éloigné vers la droite tel que c,#0 (mod p). 
Alors r / n et 

a r = boC r b\C r ~\ + ■■■ 

Puisque p\b 0 c r mais puisque p divise tout autre terme de la somme, on en conclut 
que p\a r , contradiction qui démontre notre théorème. 

Exemple. Le polynôme t 5 - 2 est irréductible sur le corps des rationnels, 
par application immédiate du théorème 13. 

Remarque. Les démonstrations qui prouvent l’existence et l’unicité des décom¬ 
positions dans les anneaux de polynômes et dans Z (donnée au chapitre I pour cette 
dernière) sont très semblables. Nous avons d’abord utilisé l’algorithme d’Euclide 
dans les deux cas, pour montrer que tout idéal peut être engendré par un seul 
élément. Il y a très peu d’exemples d’anneaux dans lesquels soit valable un tel 
algorithme d’Euclide. Cependant, les raisonnements qui ont suivi ne dépendaient 
que de ce qu’entraînait cet algorithme sur l’engendrement des idéaux. Il est donc 
utile de donner un nom à de tels anneaux: un anneau A est dit anneau principal 
s’il est intègre, et si tout idéal peut être engendré par un seul élément. On peut 
prouver le théorème de l’existence et de l’unicité des décompositions dans les anneaux 
principaux, et aussi démontrer les analogues des théorèmes 12 et 13 sur de tels 
anneaux. Il existe beaucoup d’exemples de tels anneaux, et cela vaut donc la peine 
d’expliciter de telles axiomatisations. Nous renvoyons le lecteur à des textes d’un 
niveau plus élevé, où il trouvera un exposé systématique de ces questions. 


Exercices 

1. Soit /(t) = t" + ••• + a 0 un polynôme de degré n g 1, à coefficients entiers, de coefficient 
dominant égal à 1. Montrez que si / a une racine rationnelle, alors cette racine est, en fait, un 
entier, et que cet entier divise a 0 . 

2. Déterminez lesquels parmi les polynômes suivants sont irréductibles sur le corps des 
nombres rationnels: 

(a) f 3 - t + 1, (b) t 3 + 2r + 10, (c) t 3 - t - 1, (d) t 3 - 2t 2 + t + 15. 

3. Déterminez lesquels parmi les polynômes suivants sont irréductibles sur le corps des 
rationnels: 

(a) t 4 + 2, (b) f 4 - 2, (c) t 4 + 4, (d) t 4 - t + 1. 

4. Soit /(f) = a„t" + ••• + a 0 un jfclynôme de degré n g 1 à coefficients entiers, supposés 
premiers entre eux, avec a 0 ^ 0. Si b/c est un nombre rationnel exprimé comme quotient 
d’entiers premiers b et c non nuis, et si f(b/c) = 0, montrez que c divise a„ et que b divise a 0 . (Ce 
résultat nous permet de déterminer toutes les racines rationnelles possibles de /, puisqu’il n’y 
a qu’un nombre fini de diviseurs de a 0 et de a „.) 

5. Déterminez toutes les racines rationnelles des polynômes suivants: 

(a) t 1 - 1, (b) t 8 - 1, (c) 2f 2 - 3t + 4, (d) 3f 3 + t - 5, (e) 2 1 4 - 4f + 3. 
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§ 6 . Éléments transcendants 

Soit K un corps; supposons que K est un sous-anneau d’un anneau commutatif E. 
Soit xe E. Utilisons le symbole /C[x] pour désigner l’ensemble de tous les éléments 

üq + (X\X + + £ n X n , 

où tous les a, e K et tous les entiers n sont ^ 0. 11 est alors clair que K[x]est un 
anneau, qu’on dit engendré par x sur K. Soit 

f(t) = «o + Q\t H- + a„t" 

un polynôme à coefficients dans K. On définit alors/(x) par 

/(x) = a 0 + a t x + - + ci„x". 

(Puisque les coefficients de / sont déterminés de manière unique, cette application 
est bien définie.) Nous prétendons donc maintenant que l’application 

/h-/(x) 

est un homomorphisme d’anneaux de K[r] dans E. Cela est facile à vérifier. Soit, 
par exemple, 

g(t) = bo + b\ + bit + + b m t m 

un autre polynôme à coefficients dans K. Alors 

f(x)g(x) = (a 0 + a,x + - + a„x n )(b 0 + - + b m x m ) 

n m mm 

= Z Z cnx‘b j x i = X Z ctibjX ,+J 

i=0 j—0 i—0 j=0 

m + n 

= Z ( Z afij )x k 

k = 0 i + j = k 

= (fg)(x) 

Cela montre que (fg)(x) =f(x)g(x). On constate, même plus facilement, que 
(/ + g)(x) = /(x) -I- g(x), et que l’application envoie le polynôme constant 1 sur 
l’élément 1 de E. Ainsi nous avons un homomorphisme d’anneaux dont on dit 
qu’il est obtenu par substitution de x dans les polynômes. 

Si cet homomorphisme d’anneaux est un isomorphisme, on dit que x est 
transcendant sur K, et on obtient un isomorphisme de K[f] dans K[x], 

La fonction I de K dans lui-même telle que I(t) = t, est transcendante sur K 
et, quand nous écrivons un polynôme f(t), le symbole t est essentiellement une 
simple notation de cette fonction /. La chose importante est ici que nous avons 
été capables de prouver l’existence d’éléments transcendants sur K en exhibant 
ces derniers comme fonctions polynomiales. 

Si x et y sont transcendants sur K, alors K[x] et K[y] sont isomorphes, puisque 
tous deux isomorphes à l’anneau de polynômes K[f]. Notre définition des polynô¬ 
mes est donc simplement une façon concrète de traiter de l’anneau engendré sur 
K par un élément transcendant. 
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Quand K est un corps fini, on ne peut plus se servir des fonctions pour le faire. 
En effet, si K possède q éléments, l’application 1 1 -> t q est l’application identique 
de K sur lui-même (parce que le groupe multiplicatif des éléments non nuis de K 
possède q — 1 éléments, de sorte que si xeK, x # 0, alors x q ~' = 1 et x q = x). 
Il est cependant possible de démontrer l’existence d’éléments transcendants, par 
différents expédients techniques. Nous allons maintenant en décrire un. 

Partons d’un symbole X et désignons par A"" un nouveau symbole pour chaque 
entier n g 0. 

Nous voulons définir des sommes. Nous nous demandons d’abord : qu’exigeons- 
nous d’un polynôme 

doX° + ■■■ + ü n X n ? 

Nous exigeons qu’il soit une somme (en un certain sens) de termes aiX'. Nous 
devons donc donner une définition de chaque terme a i A r| . Si a e K, on veut que 
aX" soit complètement déterminé par a et n , et nous voyons qu’il n’y rien de plus 
qu’une correspondance de a avec X", et de 0 avec X' pour tout i # n. Mais une cor¬ 
respondance n’est rien d’autre qu’une fonction. Cela nous indique comment 
définir aX". 

On définit aX" comme étant la fonction définie sur l’ensemble {AT 0 , A -1 ,...} 
qui associe a avec X" et 0 avec tout X 1 pour i # n. On appelle aX n monôme à coeffi¬ 
cients dans K. 

Désignons par K[X] l’ensemble de toutes les sommes de tels monômes 

a 0 X° 4- *'* -}- a n X" 

oü a t e K, qui est l’ensemble de toutes les fonctions de {A' 0 , A' 1 ,...} dans K qu’on 
peut écrire comme sommes finies de monômes. On appelle K [A - ] l’ensemble des 
polynômes formels à coefficients dans K, et X une variable ou une indéterminée 
sur K. Si deux sommes 

Z aX et Z bX 

sont égales, alors nous avons, par définition, a, = b t pour tout i. On appelle alors 
coefficients du polynôme Z aX, les éléments a 0 , a u ... Les sommes étant définies, 
définissons maintenant le produit de deux polynômes d’une façon naturelle, en 
posant que 

(a 0 X° + - + a„X")(b 0 X° + - + b m X m ) 
est par définition, le polynôme 

c 0 X° + - + c m , n X m + n 

Cf = Ç tiibj = aç)b r + a i h r -1 + ■■■ + a r bÿ. 

i + j = r 

C’est alors une question de routine que de démontrer que K[A r ] est un anneau, 
c’est-à-dire que notre addition et notre multiplication satisfont les axiomes d’anneaux. 
Nous allons démontrer l’associativité de la multiplication, et laisser la démonstra¬ 
tion des autres axiomes comme exercices. 
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Soient 

f(X) = Z ai X\ g(X) = Z biX‘, h(X) = Zd,* 1 ' 
des polynômes. Alors 

f(X)g(X) = -Lc i X i 

avec 

c, = E ^ibj, 

i + j = r 

et 

(/M)(| 1 W) = z ei z i 

où, par définition, 

«* = I c r d k = Z f Z a t bj\d k 

r + k = s r + k = syi + j= r j 

= E jd k . 

i+j+k=s 

On prend la dernière somme sur tous les triplets (i, /, fe) d’entiers ^ 0, tels que 
i + j + k - s. Si on calcule maintenant f(X)(g(X)h(X)) d’une façon analogue, 
on trouve exactement les mêpies coefficients que pour (f(X)g(X))h(X), prouvant 
par là l’associativité. 

C’est également un exercice routinier de démontrer que l’application 

a i-> aX° 

est un plongement de K dans l’anneau X[X]. Du point de vue notation, on écrit 
habituellement X au lieu de IX, de sorte que X n X m = X n+m . 

A partir d’ici, on peut montrer tous les théorèmes du §1 au §4 sans aucun 
changement dans les démonstrations, la seule exception étant la dernière assertion 
du théorème 1 : si/et g sont deux polynômes formels à coefficients dans un corps K 
fini, il n’est pas en général vrai que si f(t) = g(t) pour tout te K, alors / = g. Par 
exemple, si K possède q éléments, alors les deux polynômes 

X et X 9 

conduisent à la même fonction de K dans lui-même, mais ne sont pas égaux en tant 
que polynômes formels. Le premier est de degré 2, et le second de degré q. 

Le seul rôle joué par la dernière assertion du théorème 1, dans ce qui précède, 
est de montrer qu’une fonction polynomiale détermine de manière unique ses 
coefficients, et pour cela il nous a fallu un corps infini. Par la présente approche des 
polynômes, cela résulte immédiatement de la définition. 

En mathématiques on veut habituellement dire par polynôme, polynôme 
formel, à moins d’autres précisions. Quand on veut traiter de fonctions polyno¬ 
miales, on le dit explicitement. 
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Soit K un sous-corps, que l’on peut supposer fini, d’un corps E. Soit xeE. 
L’ensemble de tous les éléments J'(x), où / est un polynôme formel à coefficients 
dans K et où x e E est évidemment un sous-anneau de E, désigné par /C[x]. L’en¬ 
semble de tous les quotients 

f(x ) 
g{x) 

oùfetg sont des polynômes à coefficients dans K tels que g(x) ^ 0, est évidemment 
un sous-corps de E que nous désignons par K{x). 

Soit X une indéterminée sur K, comme ci-dessus. L’application 

nx)*nx) 

est un homomorphisme de K[X~] sur l’anneau K[x]. Si cet homomorphisme est 
un isomorphisme, i.e. si x est transcendant sur K, alors on peut prolonger cette 
application au corps des fractions de KfV], qui est désigné par K{X), et, dans ces 
conditions, K(X) et K(x) sont isomorphes. 

Au chapitre VI, nous étudions le cas où l’application 

f(X)^f(x) 

n’est pas un isomorphisme. 


Exercices 

** 1. Soit K un corps fini à q éléments. Si / et q sont des polynômes sur K de degré < q , et si 

/(x) = g(x), pour tout xe K, montrez que / = q (en tant que polynômes formels). 

, 2. Soit K un corps fini à q éléments. Soit / un polynôme à coefficients dans K. Montrez 

qu’il existe un polynôme f* à coefficients dans K de degré < q tel que 

f*(x) = /(x), 

pour tout xe K; 

• 3. Soit K un corps fini à q éléments. Soit aeK. Montrez qu’il existe un polynôme / à 
coefficients dans K tel que /(<?) = 0 et /(x) = 1 pour un x de K différent de a. [ Indication: 
(X-a)*-'.-] 

• 4. Soit K un corps fini à q éléments. Soit aeK. Montrez qu’il existe un polynôme / à 
coefficients dans K tel que f(a)= 1 et f(x) — 0 pour un x de K différent de a. 

« 5. Soit K un corps fini à q éléments. Soit <p : K -> K une fonction quelconque de K dans 

lui-même. Montrez qu’il existe un polynôme / sur K tel que <p(x) = /(x), pour tout xe K. 

h- 

L'I ^ 

§ 7 . Polynômes à plusieurs variables 


Soit n un entier g: 1. Soit K un corps (supposé infini selon nos conventions). 
Nous définissons un polynôme à n variables sur K comme étant une fonction 

f: K"-* K 
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qu’on peut écrire sous la forme 

f(t u ...,t n ) = une somme finie de termes du type a iv .. in t\' ■■■ t‘„", 

où les a,e K, et où les i„ sont des entiers / 0. Nous abrégeons une telle 
somme par 

/(f f„) = £ a (0 M (i) (t,,..., t„) 

(i) 


où 

M (i) (tt„) = r',' -C- 

Si nous regroupons tous les termes ayant le même exposant i„ en t„, on peut 
écrire / sous la forme 

= Ê | 

i„ = o 

et nous voyons alors qu’on peut écrire 

f(tu--,t n ) = 'LUt u ...,t„- l )tî , 

j = o 

où les /} sont des polynômes à n - 1 variables. 

Théorème 14. Soit f(t ly ...,t„)un polynôme sur le corps K, comme ci-dessus. 
Soient S ly ...,S„ des sous-ensembles infinis de K; supposons quef(t 1 ,...,t n ) = 0 
pour tous les e S t . On a alors a (i) = 0 pour tous les n-uples (i) d'entiers S; 0. 

Démonstration. Par récurrence sur n. Si n = 1, le théorème est un cas particulier 
du théorème 1, §1. Soit n > 1; supposons le théorème démontré au rang n — 1. 
Soient t 1 ,...,t„- l des éléments de S l ,...,S n ~ 1 respectivement. On obtient alors 
un polynôme en une seule variable 

9(t ) = E bjt\ 
j = o 

où bj = fj{t x ,..., t„- 1 ). De plus/(t) = 0, pour tout t e S„. Donc bj = 0, pour tout j. 
Par hypothèse de récurrence, il en résulte que a (f) = 0 pour tout (i), comme souhaité. 
Du théorème 14, on tire que si/s’exprime comme 

E a {i) M {i) (ti ,..., t n ) = £ h<i)M(f)(îi,.... t n ), 

(O (•) 

alors a (i) = b (i) pour tout (i). (Retranchez et appliquez le théorème 14.) Les éléments 
o ti) de K sont déterminés de façon unique par fi et sont encore appelés coefficients 
de/. 

Il sera commode d’abréger /(r,,..., t„) en /(r). Il est clair que le produit de deux 
polynômes à plusieurs variables en est encore un, ainsi que la somme. Par suite, 


E a (id\ 


. fin- i 
l n- 1 


f" 
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les polynômes à n variables forment un sous-anneau de l’anneau des fonctions 
de K n dans K, désigné par K[t ,,r„], qu’on abrège aussi parfois en K[r]. 

Exactement comme pour les polynômes à une seule variable, supposons que K 
soit un sous-anneau d’un anneau commutatif E. Soient x u ..., x„ des éléments de E. 
Soit/un polynôme à n variables sur K . écrit comme précédemment, à coefficients %, 
et posons 

f(x = 2><;)XŸ - x‘„ n . 

<i) 


L’application 

f\->f(x u ...,x n ) 

est alors un homomorphisme d’anneaux de K [t i,..., r„] dans E. On note K [x i,... x„] 
son image. Si notre application est un isomorphisme de K [t H f„] sur son image, 
on dit alors que Xi,...,x„ sont algébriquement indépendants sur K. On peut faire, 
pour plusieurs variables, les mêmes commentaires que ceux que nous avons faits 
dans le précédent paragraphe concernant la construction des polynômes sur 
des corps qui ne sont pas infinis. 

De la même façon que dans le cas d’une seule variable, on peut définir K(x u .... x „) 
comme ensemble de tous les quotients 

f{Xi,...,X n ) 

g(x u -,x„) 

oùf et g sont des polynômes à plusieurs variables sur K, et où 

g(x lt ..., x„) # 0 

Il est clair que K(x i,..., x„) est un sous-groupe de E. (Donnez-en la démonstration 
en détail.) 

Théorème 15. Soit K un sous-corps d'un corps E, et soit Xi,...,x„e£. 
Soit K r = K(xi,...,x r ) pour 1 g r g n. Si x r+1 est transcendant sur K r pour 
chaque r = 1 ,...,n — 1, alors les éléments x u ...,x r sont algébriquement indé¬ 
pendants sur K , et réciproquement. 


Démonstration. Nous la laissons en exercice au lecteur. 
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§1. Espaces vectoriels et bases 

Soit K un corps. Un espace vectoriel V sur le corps K est un groupe additif 
(abélien), sur lequel est définie une multiplication des éléments de V par ceux 
de K (les scalaires - N.d.T.) i.e. une application. 

(x, v) h» xv 

de K x V dans V, satisfaisant aux conditions suivantes: 

EV 1. Si 1 est l'élément unité de K, alors lu = v, pour tout veV. 

EV 2. Si ce K et si v, weV, alors c(v + w) = cv + cw. 

EV 3. Si x, y e K et ve V, alors (x + y)v = xv + yv. 

EV 4. x, y e K et v e V, alors (xjOu = x(yv). 

Exemple 1. Soit V l’ensemble des fonctions continues à valeurs réelles défi¬ 
nies sur l’intervalle [0,1]. Cet ensemble V est un espace vectoriel sur R. On définit 
comme d’habitude l’addition des fonctions: si / et g sont deux fonctions 

(/+ g)(t) =f(t) + g(t). 

Pour tout c de R, on pose (c/)(r) = cf(t). C’est alors une simple question de routine 
de vérifier que nos quatre conditions EV 1, EV 2, EV 3 et EV 4 sont satisfaites. 

Exemple 2. Soit E un ensemble non vide, et V l’ensemble de toutes les appli¬ 
cations de V dans K. Cet ensemble V est un espace vectoriel sur K pour une 
addition des applications et une multiplication des applications par les éléments 
de V définies comme pour les fonctions de l’exemple précédent. 

Exemple 3. Désignons par K" le produit K x - x K, i.e. l’ensemble des n-uples 
d’éléments de K. (Si K = R, cet ensemble est l’espace euclidien habituel.) Défi¬ 
nissons l’addition des n-uples composante par composante, ce qui veut dire que si 

X = (x!,...,x„) et Y= (yi,...,y„) 
sont des éléments de K", où x„ e K, alors on pose 

X + Y = (x, + y u ...,x„ + y„). 
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Pour tout c de K, on pose 


cX = (cxi, cx„). 

C’est encore une question de routine de vérifier que nos quatre conditions EV sont 
satisfaites par ces opérations. 

Exemple 4. En faisant n = 1 dans l’exemple 3, on voit que K est un espace 
vectoriel sur lui-même. 

Soit V un espace vectoriel sur un corps K. Soit ve V On a alors Or = 0. Démons¬ 
tration: Ov + v = Ov + lv = (0 + l)u = lu = v. D’où, en ajoutant — v aux deux 
membres, le fait que Ou = 0. 

Si ce K et cv = 0, alors que c / 0, alors v = 0. Pour le voir, on multiplie par c~ 1 
pour obtenir c" 'cv = 0 et, par suite, v = 0. 

On a (— l)u = — v. Démonstration: 

( — l)u + v = ( — 1 )u + lu = ( — 1 + l)u = Ou = 0. 

D’où ( — l)u = — u. 

Soit V un espace vectoriel, et W un sous-ensemble de V Nous disons que W 
est un sous-espace vectoriel ou un sous-espace de V si W est un sous-groupe (du 
groupe additif de V ), et si, étant donnés ce K et ve W, cv est encore élément de W. 
En d’autres termes, un sous-espace W de V est un sous-ensemble de V satisfaisant 
aux conditions suivantes: 

(i) si u, w sont éléments de W, leur somme est un élément de V 

(ii) l’élément 0 de K est aussi élément de W. 

(iii) si ue W et si ce K, alors cveW. 

Le sous-ensemble W est donc lui-même un espace vectoriel. En effet, les pro¬ 
priétés EV 1 à EV 4, étant satisfaites par tous les éléments de V sont a fortiori 
satisfaites par les éléments de W. 

Soient V un espace vectoriel, et w,,..., w„ des éléments de V. Soit W l’ensemble 
de tous les éléments 


-X i Wi + - + x„w„ 

où Xi e K. Alors W est un sous-espace de V, comme on le vérifie sans difficulté. 
Il est appelé sous-espace engendré par w 1; ..., w„ et nous disons que w u ...,w n sont 
des générateurs de ce sous-espace. 

Soit V un espace vectoriel sur le corps K et soient v u ..., v„ des éléments de V. 
Nous dirons que v t ,..., v n sont linéairement dépendants sur K s’il existe des éléments 
ai,...,a„ dans K, non tous nuis, tels que 


aiVi + - + a„v„ = 0. 

S’il n’existe pas de tels éléments, alors on dit que v ,,..., v„ sont linéairement indé¬ 
pendants sur K. Nous omettons souvent les mots «sur K». 
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Exemple 5. Soit V= K"\ considérons les vecteurs 

pi = (1,0, ...,0) 

v„ = (0,0,1); 

ils sont linéairement indépendants. En effet, soient a u ...,a„ des éléments de K 
tels que a t v i + - + a„v„ = 0. Puisque 

a,v i + - + a„v„ = (a u ...,aj, 

il s’ensuit que tous les a, sont nuis. 

Exemple 6. Soit V l’espace vectoriel de toutes les fonctions d’une variable 
réelle t. Soient n fonctions f x (t), Dire qu’elles sont linéairement dépendantes 

revient à dire qu’il existe n nombres réels a x ,..., a„, non tous nuis, tels que 

a l/lW + + <^nfn(t) — 0 

(pour toutes les valeurs de t). 

Les deux fonctions e\ e 2 ' sont linéairement indépendantes. Pour le montrer, 
nous allons supposer qu’il existe des nombres a et b tels que 

ae' + ba 2t = 0 

(pour toutes les valeurs de t). Dérivons cette relation; il vient 

ae' + 2 be 2t = 0. 

Retranchons la première relation de la seconde. Nous obtenons be‘ = 0, et donc 
b = 0. De la première relation s’ensuit alors que ae 1 = 0, et donc que a = 0. Par 
suite, e 1 et e 2 ' sont linéairement indépendantes. 

Considérons de nouveau un espace vectoriel V quelconque sur un corps K. 
Soient v x ,...,v„ des éléments linéairement indépendants de V. Soient x t ,...,x„ 
et des scalaires. Supposons que nous ayons 

x,Pi + - + x n v„ = y iV x + ••• + y„v n . 

Autrement dit, supposons que nous avons deux combinaisons linéaires des v t 
égales. Nous devons alors avoir = y ( pour tout i = 1 En effet, en sous¬ 
trayant le membre de droite du membre de gauche, on obtient 

x x vi - y it), + - 4- x„v„ - y„v„ = 0. 

On peut encore écrire cette relation sous la forme 

(x, - y,)p, + - + (x„ - y„)v„ = 0. 

Par définition, on dit alors avoir x, — y, = 0 pour tout i = 1,..., n, prouvant 
par là ce que nous voulions montrer. 

Nous appelons base de V sur K une suite {t»i,..., u„} d’éléments de K qui en¬ 
gendrent V et sont linéairement indépendants. 

Les vecteurs v x ,...,v„ de l’exemple 5 forment une base de K" sur K. 
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Soit W l’espace vectoriel des fonctions engendré sur R par e‘ et e 2 '. L’ensemble 
e‘, e 2 ‘ est alors une base de W sur R. 

Soit V un espace vectoriel, et soit {u 1 ; v„} une base de V. On peut représenter 
les éléments de V par les n-uples relatifs à cette base, de la façon qui suit. Si un 
élément v de V s’écrit en combinaison linéaire 

V = Xjü, + - + x„v„ 

des éléments de la base, alors nous appelons coordonnées de v sur notre base les 
scalaires (xi,...,x„), et x ; est appelé la i-ième coordonnée. On dit que le n-uple 
X = (xi,..., x v ) est le vecteur des coordonnées de v relativement à la base {v { , .... r„}. 

Soit, par exemple, V l’espace vectoriel des fonctions engendré par les deux 
fonctions e', e 2 '. Les coordonnées de la fonction 

3c' + 5e 2 ‘ 

sur la base {e\ e 2 '} sont alors (3, 5). 

Exemple 7. Montrons que les vecteurs (1, 1) et ( — 3, 2) sont linéairement 
indépendants sur R. 

Soient a et b deux nombres réels tels que 

a(l,l) + b( — 3,2) = 0. 

En écrivant cette équation composante par composante, on trouve 

a - 3b = 0, 
a + 2 b = 0 . 

C’est là un système de deux équations que nous allons résoudre en a et b. En re¬ 
tranchant la seconde égalité de la première, on obtient — 5b = 0, d’où b = 0. 
En substituant dans l’une ou l’autre équation, on trouve a = 0. Par suite, a et b 
sont tous deux nuis, et nos vecteurs linéairement indépendants. 

Exemple 8 . Trouvez les coordonnées de (1, 0) sur les vecteurs (1, 1) et ( — 1, 2). 
On doit trouver des nombres a et b tels que 

a(l,l) + b(— 1 , 2 ) = ( 1 , 0 ). 

En écrivant cette équation composante par composante, on trouve 

a — b — 1, 
a + 2 b = 0 . 

La résolution en a et b, de la manière habituelle, conduit àb = — 7 et a = f. 
Par suite, les coordonnées de (1, 0) sur (1, 1) et (-1, 2) sont ( 7 , — 7 ). 

S.oit {v u ..., t>„} un ensemble d’éléments d’un espace vectoriel V sur un corps K. 
Soit r un entier positif ^ n. Nous dirons que { 1 ^,...,u r } est un sous-ensemble 
maximal d’éléments linéairement indépendants de {i>i,..., i>„} si Di,..., v r sont 
linéairement indépendants, et si, de plus, étant donné un Vi quelconque pour i > r, 
les éléments r,,,... r r , r, sont linéairement dépendants. 
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Le théorème suivant nous fournit un critère utile pour déterminer si un ensemble 
d’éléments d’un espace vectoriel est une base. 

Théorème 1 . Soit {uj,..., u„} un ensemble de générateurs d'un espace vectoriel 
V et {i>i,iv} un sous-ensemble maximal constitué d'éléments linéairement 
indépendants. Alors {u lt v r } est une base de V. 

Démonstration. Nous devons démontrer que v u ...,v r engendrent V. Nous 
allons tout d’abord montrer que tous les u* sont, pour i > r, des combinaisons 
linéaires de tq,.... i> r . Par hypothèse, étant donné un v b il existe x u ..., x r , y e K, 
non tous nuis, tels que 

XiVi + - + x r v r + yv i = 0. 

De plus, y # 0, parce que, sinon, nous aurions une relation de dépendance linéaire 
pour les v u ...,v r . Par suite, on peut résoudre en v u pour obtenir 


montrant par là que a, est bien combinaison linéaire de v u ...,v r . 

Soit maintenant v un élément quelconque de V. 11 existe c,. c„eK tels 

que 

V = C\V\ + ••• + c„v„. 

On peut, dans cette relation, remplacer chaque v t (i > r) par une combinaison 
linéaire de u 1; ..., v r . Si nous le faisons, puis regroupons les termes, nous constatons 
que nous avons exprimé v comme combinaison linéaire de v u ..., u,-. Cela prouve 
que v 1 ,...,v r engendrent V, et donc constituent une base de V. 

Soient V et W deux espaces vectoriel sur K. Une application 

f: V-* W, 

est dite application K-linéaire, ou homomorphisme d'espaces vectoriels, si / satisfait 
les conditions suivantes : 

Pour tout x e K et tous v, v' e V, 

f(v + v) =f(v) +f(v’), f(xv) = xf(v). 

L’application / est donc un homomorphisme de V dans W considéré comme 
groupes additifs, satisfaisant la condition supplémentaire /(xu) = x/(u). Nous 
disons couramment «application linéaire» au lieu d’«application K-linéaire». 

Théorème 2. Soient V et W des espaces vectoriels et {v u ..., v„\ une base 
de V. Soient w } , ..., w„ des éléments de W. Il existe alors une unique application 
linéaire f:V~*W telle que f (u;) = w h pour tout i. 

Démonstration. L’application K-linéaire / est déterminée de façon unique, 
parce que, si 


V = XjUi + - + x n v, 
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est un élément de V, où les X; appartiennent à K, nous devons alors nécessairement 
avoir 

f(v) = Xi/(t>i) + - + x„f(v n ) 

= XiWi + - + x„w„ 

L’application/existe, car étant donné un élément v comme ci-dessus, on définit f(v) 
comme étant xiwq + — + x„w„. On doit alors vérifier que / est linéaire. Soit 


w = + - + y„v„ 

un élément de V, pour des y t e K. Alors 

v + w = (*! + yOt), + - + (x„ + y„)v„. 


Par suite 


f(v + w) = (x ! + y 1 )w 1 + ••• + (x„ + y„)w„ 

= XiWi + y iW, + - + x„w„ + y n w n 
= f(v) +f(w) 

Si ce K, alors cv = cxi^i + - + cx„v„, et, par suite, 

f(cv ) = cxiWi + - + cx„w„ = cf(v). 

Cela démontre que / est linéaire, et achève la démonstration du théorème. 

Comme pour les groupes, on dit qu’une application linéaire / : V-* W est un 
isomorphisme (i.e. un isomorphisme d’espaces vectoriels) s’il existe une application 
linéaire g : W-> V telle que g °f soit l’identité de V et /° g celle de W. Le noyau 
d’une application linéaire est défini comme étant le noyau de l’application considérée 
comme homomorphisme de groupes. Démontrez enfin, à titre d’exercice, que le 
noyau et l’image d’une application linéaire sont des sous-espaces vectoriels. 


Exercices 


1. Montrez que les vecteurs suivants sont linéairement indépendants, sur R ou sur C. 


(a) (1,1,1) et (0,1,-1) 

(c) (-1,1,0) et (0, 1, 2) 

(e) (n,0) et (0,1) 

(g) (1,1,0), (1,1,1) et (0,1,-1) 

2. Exprimez les vecteurs X, donnés, 
et trouvez les coordonnées de X sur A et 


(b) (1,0) et (1,1) 

(d) (2, -1) et (1, 0) 

(f) (1,2) et (1,3) 

(h) (0,1,1), (0,2,1) et (1,5,3) 

ime combinaisons linéaires des vecteurs A et B, 

B. 


(a) X — (1,0), A = (1,1), B = (0,1) 

(b) X = (2,1), 4 = (1,-1), B = (1,1) 

(c) X — (1, 1), A =(2,1), B = (-1,0) 

(d) X — (4, 3), A =(2,1), B = (-1,0) 


(Vous pouvez considérer les vecteurs ci-dessus comme éléments de R 2 ou de C 2 . Les coordon¬ 
nées sont les mêmes.) 
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3. Trouvez les coordonnées du vecteur X relativement aux vecteurs A. B. C. 

(a) X = (1,0,0), .4= (1,1,1), B = (-1,1,0), C = (1,0,-1) 

(b) X = (1.1,1), A = (0,1, -1), B = (1,1,0), C = (1,0,2), 

(c) X = (0,0,1), A =(1,1,1), B = (-1,1,0), C = (1,0, — 1). 

4. Soient (a, b) et (c, d) deux vecteurs du plan. Si ad - hc = 0, montrez qu’ils sont linéaire¬ 
ment indépendants. 

5. Montrez que 1 et Jl sont linéairement indépendants sur le corps des rationnels. 

6. Montrez que 1 et ,/3 sont linéairement indépendants sur le corps des rationnels. 

7. Soit et un nombre complexe. Montrez que a est rationnel si et seulement si 1 et a sont 
linéairement dépendants sur le corps des rationnels. 

8. Soient V et W deux espaces vectoriels sur le corps K ; désignons par Hom K (K, W) 
l’ensemble de toutes les applications linéaires de V dans W. Montrez que Hom^K, W) est un 
sous-groupe du groupe (additif) de toutes les applications de V dans W. Si / : V W est une 
application linéaire, si c e K , on définit c/ par (c/)(i>) = c f(v). Montrez que Hom K (T, W ) est, 
dans ces conditions, un espace vectoriel sur K. 


§2. Dimension d’un espace vectoriel 

Le résultat principal de ce paragraphe assure que deux bases d’un espace 
vectoriel ont même nombre d’éléments. Pour le démontrer, nous établissons 
tout d’abord un résultat intermédiaire. 

Théorème 3. Soit V un espace vectoriel sur le corps K. Soit {v t ,...,v m j 
une base de V sur K. Soient wq,..., w„ des éléments de V : supposons que n > m. 
Alors, Wi,...,w„ sont linéairement indépendants. 

Démonstration. Supposons que ..., w„ sont linéairement indépendants. 
Puisque tq,..., v m est une base, il existe des éléments a x , ...,a m e K tels que 

w, = a,tq + - + a m v m . 

On sait, par hypothèse, que w, # 0, et par suite que l’un au moins des a, # 0. 
Après une éventuelle re-indexation, on peut supposer, sans restreindre la généra¬ 
lité, que a! # 0. On peut alors résoudre en v u pour obtenir 

a l v 1 = Wi - a 2 v 2 - - - a m v m , 
vx = af 1 w 1 - aï 1 a 2 v 2 - - - aï l a m v m . 

Le sous-espace de V engendré par w u v 2 ,..., v m contient iq, et doit par conséquent 
être V en entier puisque tq, v 2 ,..., v m engendrent V. L’idée directrice est ici de pour¬ 
suivre le procédé pas à pas et de remplacer successivement v 2 , v 2 ,..., jusqu’à 
ce que tous les éléments tq,tq» •••» Vm aient été pris, et qu’alorswq,..., w m engendrent V. 
Supposons donc par hypothèse de récurrence qu’il existe un entier r, avec 1 g r < m, 
tel qu’après ré-indexation convenable de tq,..., v m , les éléments uq,..., w r , v r+ u ..., v m 
engendrent V. Il existe alors des éléments b u ...,b r , c r + u ..., c m de K tels que 


w r+ i = (qwq + - + b r w r + c r4 iV r+ , + - + c m v m . 
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Nous ne pouvons pas avoir cj = 0 pour j = r + 1, m sinon nous pourrions en 
tirer une relation de dépendance entre w 1 ,...,w, + i contredisant notre hypothèse. 
Après ré-indexation éventuelle de v r+ 1 ? v m , on peut supposer, sans restreindre la 
généralité, que c r+1 # 0. On obtient alors 

Cr+lVr+l = w r+1 - b iWj - - - b r W r - C r4 2 Vr-\ 2 -- C m V m . 

En divisant par c r+1 , nous concluons que n r+1 est dans le sous-espace engendré 
par w 1( .... w r+ 1 , v r+2 ,—,v m . Il s’ensuit, par hypothèse de récurrence, que w u 
..., w r+ i, v r 4 2 , v m engendrent V. Nous avons ainsi démontré, par récurrence, 
que Wi, ..., w m engendrent V. Si on écrit 

W m+ 1 = X, W 1 + - + x m w m , 

où x,eK, on obtient une relation de dépendance linéaire 
Wm+l - XjWi - - - x m w m = 0 , 
comme il fallait le démontrer. 

Théorème 4. Soient V un espace vectoriel sur K, {v u ..., v„} ci {w 1 ,...,w m } 
deux bases de V. Alors m = n. 

Démonstration. D’après le théorème 3, on doit avoir n | m et m ^ n, de telle 
sorte que m = n. 

Si un espace vectoriel possède une base, alors toute autre base a le même 
nombre d’éléments. Ce nombre est appelé la dimension de V (sur K). Si V est l’espace 
vectoriel nul, on définit la dimension de V comme étant 0. 

Corollaire. Soit V un espace vectoriel de dimension n et soit W un sous-espace 
de V contenant n vecteurs linéairement indépendants. Alors W = V. 

Démonstration. Soit veV et soient ww„ des éléments linéairement indé¬ 
pendants de W. Les éléments v, sont alors linéairement dépendants, 

de sorte qu’il existe a, b t , ...,b„e K, non tous nuis, tels que 

av -I- htvv, + - + b n w n = 0 

On ne peut pas avoir a = 0, sinon wi,...,w„ seraient linéairement dépendants. 
Alors 

v = — a^'biWi - - — a _ 1 h„w„ 
est élément de W. Cela prouve que Le: IL et qu’ainsi V = W. 


§3. Modules 

Considérons une généralisation de la notion d’espace vectoriel sur un corps K, 
à savoir celle de module sur un anneau. Soit un anneau A. Par module (à gauche) 
sur A, ou par A-module, on entend un groupe additif M donné avec une application 
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A x M -> M, qui, à chaque couple (x, d) où x e A et ne M, associe un élément 
xv de M, satisfaisant les quatre conditions: 

MOD 1. si e est l'élément unité de A, alors ev = v pour tout ve M. 

MOD 2. si x e A et v, w e M, alors x(r + w) — xv + xw. 

MOD 3. si x, ye A et ve M, alors (x + y)v = xv + yv. 

MOD 4. si x, y e A et v e M, alors (xy)v = x(yv). 

Exemple 1. Tout idéal à gauche de A est un module. Le groupe additif réduit 
à 0 est un A-module pour tout anneau A. 

Comme pour les espaces vectoriels, on a Or = 0 pour tout ve M. (Remarquez 
que le 0 de Or est l’élément nul de T,.tandis que le 0 figurant dans l’autre membre 
de l'équation est l’élément nul du groupe additif M. Il n’y aura cependant aucune 
confusion résultant de l’utilisation du même symbole 0 pour les éléments nuis 
quels qu’ils soient.) Nous avons également (-e)v = — r, qu’on tire de la démonstra¬ 
tion du même résultat pour les espaces vectoriels. 

Soit M un A-module et N un sous-groupe de M. Nous disons que N est un 
sous-module de M si, lorsque v e N et x e A, alors xr 6 N. Il s’ensuit que N est alors 
lui-même un module. 

Exemple 2. Soient M un module et des éléments de M. Soit N le 

sous-ensemble de M constitué de tous les éléments 

Xiri + - + x„r„, 

où x, e A. Alors N est un sous-module de M. En effet, 

0 = Or i T *" -(- 0r„ 

de sorte que 0 e N. Si y\, ..., y n e A, alors 

Xiri 4- - + x n v„ + y 1 v l + - + y„v n 
= (xi + yi)ri + - + (x„ + y„)v„ 
est dans N. Enfin si c e A, alors 

c(x,V! + - + x„r„) = cx,v, + - + cx„v„ 

est dans N, et nous avons ainsi prouvé que N est un sous-module de M. On l’appelle 
le sous-module engendré par v u ...,v n et nous disons que les éléments rj,...,r„ 
sont des générateurs de N. 

Exemple 3. Soit M un groupe additif (abélien) et soit A un sous-anneau de 
End(M). (Nous avons défini End(M) au chapitre III, §1, comme l’anneau des homo¬ 
morphismes de M dans lui-même.) Si on associe à chaque / e A et à chaque ve M 
l’élément fv = f(v)eM, alors M est un A-module. La vérification des quatre 
conditions MOD 1 à MOD 4 se fait trivialement. 

Réciproquement, étant donné un anneau A et un A-module M, on associe 
à chaque x e A l’application l x : M -> M telle que A x (r) = xr, pour tout ve M. 
La correspondance 


X4À; 
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est un homomorphisme d’anneaux de A dans End(A), où End(/i) est l’anneau 
des endomorphismes de Af considéré comme groupe additif. Tout cela n’est autre 
qu’une nouvelle formulation des quatre conditions MOD 1 à MOD 4. Par exemple, 
on peut exprimer MOD 4 en écrivant 

h X y = OU A, X y = X x ° Xy, 

puisque la multiplication dans End(Af) est la composition des applications. 

Attention. Il se peut que l’homomorphisme d’anneaux x\-> X x ne soit pas 
injectif, de sorte qu’en général, en traitant du module M, on ne peut pas consi¬ 
dérer A comme sous-anneau de End(M). 

Soient A un anneau, M et AT des A-modules. On entend par application 
A-linéaire / : M -> Af (ou A-homomorphisme) une application telle que pour tout 
x e A et pour tous v, w e Af, on ait 

f(xv) = xf(v), f(v + w) = /(t) +/(w). 

Ainsi les applications A-linéaires généralisent les applications K-linéaires quand 
le module est un espace vectoriel sur un corps. 

L’ensemble de toutes les applications A-linéaires de Af dans A/' sera désigné 
par Hom^Af, AT). 

Exemple 4. Soient Af, AT, Af" trois A-modules. Si 

/ : Af -> Af et g : Af -> Af" 

sont des applications A-linéaires, alors l’application composée g°f est A-linéaire. 

Par analogie avec les définitions précédentes, on dit qu’un A-homomorphisme 
/: Af -> Af' est un isomorphisme s’il existe un A-homomorphisme g : Af' -*• Af 
tel que g of et /° g sont les applications identiques de Af et Af' respectivement. 
Nous laissons au lecteur le soin de vérifier qu’un A-homomorphisme qui est injectif 
et surjectif est un isomorphisme, et réciproquement. 

Comme pour les espaces vectoriels et les groupes additifs, nous avons très 
fréquemment à considérer l’ensemble des applications A-linéaires d’un module 
dans lui-même, et il est commode de donner un nom à ces applications. On les 
appelle des A-endomorphismes de Af. L’ensemble des A-endomorphismes de Af 
est noté End^(Af). 

On supprime souvent le préfixe A- quand l’anneau de référence est clairement 
déterminé par le contexte. 

Soit / : Af -» Af' un homomorphisme de A- modules. On définit le noyau de/ 
comme étant le noyau de cette application considérée comme homomorphisme 
de' groupes additifs. 

Par analogie avec des résultats précédents, on a: 

Soit f\M-*M'un homomorphisme de A-module. Le noyau et l'image de f sont 
alors des sous-modules de M et Af' respectivement. 
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Démonstration. Soit £ le noyau de / On sait déjà que £ est un sous-groupe 
additif de M. Soient ue M et xe A. Alors 

f(xv) = xf{v) = xO = 0. 

de sorte que xv e £, et cela prouve que le noyau de / est un sous-module de M. 
On sait déjà que l’image de/est un sous-groupe de M'. Soit v' un élément de l’image 
de/, et x 6 A. Soit v un élément de M tel que 

f(v) = v' 

Alors / (xd) = xf (v) = xv' appartient aussi à l’image de M, qui est par conséquent 
un sous-module de M', prouvant ainsi notre assertion. 

Exemple 5. Soit A un anneau, et M un idéal à gauche de A. Soit y e M. L’appli¬ 
cation 


telle que 


r y : M -> M 


r y (x) = xy, 

est A-linéaire de M dans lui-même. En effet, si x e M, alors xye M puisque M est 
un idéal à gauche, et les conditions de A-linéaire sont ici des reformulations des 
définitions. Par exemple 

r y (x i + x 2 ) = (x ! + x 2 )y = x,y + x 2 y 
= r y (x i) + r y (x 2 ). 

De plus, pour z e A et x e M 

r y (zx) = zxy = zr y (x). 

On appelle r y la multiplication à droite par y. Ainsi r y est un A-endomorphisme 
de M. 

Remarquons que tout groupe abélien peut être considéré comme module 
sur les entiers. Ainsi un A-module M est aussi un Z-module et tout A-endomorphis¬ 
me de M aussi un endomorphisme de M considéré comme groupe abélien et 
End^Af) un sous-ensemble de End(M) = End z (M). 

En fait,End^(M) est un sous-anneau de End(M), de sorte que End^fM) est lui- 
même un anneau. La démonstration en est routinière. Par exemple, si fge End A (M) 
et si x e A, ve M, alors 


(/+ g){xv) =/(x v) + g(xv) 

= xf(v) + xg(v) 

= x(f(v) + g(v)) 

= x(f+ g)(v). 

Donc,/ + g e End^(M). Tout aussi facilement, 

(fog)(xv) =f(g(xv)) =f(xg{v)) = xf (g(v)). 
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L’identité est dans End^(M). Cela prouve que En d A (M) est un sous-anneau de 
End z (MJ. 

Nous voyons maintenant également que l’on peut considérer M comme module 
sur Endx(M), puisque M est un module sur End z (M) = End(M). 

Désignons End A (M) par A'{M), ou simplement par A' pour clarifier les notations. 
Soient fe A' et x e A. On a, par définition, 

f(xv) = xf(v), 


et subséquemment, 

fo X x (x) = X x of(v). 

L’application X x est, par suite, /l'-linéaire de M dans lui-même, i.e. élément de 
End„(M). 

La correspondance 

X ! X H* X x 

est donc un homomorphisme d’anneaux de A dans End A (M), et pas seulement 
dans End(M). 

Théorème 5. Soient A m anneau et M un A-module. Soit J l'ensemble des 
éléments xeA tels que xv = 0, pour tout veM. Alors J est m idéal bilatère 
de A. 

Démonstration. Si x, ye J, alors (x + y)v = xv + yv = 0 pour tout ve M. 
Si ae A, alors 


( ax)v = a(xv) = 0 et (xa)v = x(av) = 0, 

pour tout ve M. Cela démontre le théorème. 

Remarquons que l’idéal bilatère du théorème 5 n’est autre que le noyau de 
l’homomorphisme d’anneaux 

XH- X x 

décrit dans la discussion précédente. 

Théorème 6. (Wedderburn-Rieffel). Soient A un anneau et L un idéal à 
gauche non nul considéré comme A-module. Soient A' = End A (L)et A" = End^ (L). 
Soit 


X\ A -» A" 

un homomorphisme d'anneau tel que X x {y) = xy, pour x e A et y e L. Supposons 
que A n'ait pas d’autre idéal bilatère que 0 et A lui-même. Alors X est un isomor¬ 
phisme d’anneau. 

Démonstration (Rieffel). Le fait que X est injective vient du théorème 5 et de 
l’hypothèse que L n’est pas l’idéal nul. Par conséquent, la seule chose à démontrer 
est que X est surjective. On sait d’après l’exemple 6 du chapitre III, §2, que LA 
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est un idéal bilatère, non nul puisque A possède un élément inversible, et est, 
par suite, égal à A, par hypothèse. Alors 

X{LA )= X(L)X(A) = X(A). 

Nous affirmons maintenant, que X(L) est un idéal à gauche de A". Pour le dé¬ 
montrer, considérons / e A" et x e L. Pour tout y e L, nous savons, d’après l’exem¬ 
ple 5, que r y est dans A', et que, par suite 

f° r y = r y o/. 

Cela signifie que f(xy ) = f(x)y. On peut récrire cette relation sous la forme 

f° X x (y) = X f( Jy). 

De là vient le fait que f ° X x est un élément de X(L), à savoir X fix) . Cela prouve que 
X(L ) est un idéal à gauche de A”. Mais alors 

A"X(A) = A"X(L)X(A) = X(L)X(A) = X(A). 

Puisque X(A) contient l’application identique, que nous appelons e, il s’ensuit 
que, pour tout / e A", l’application f 0 e = f appartient à X(A), i.e. que A" est contenu 
dans X(A), et donc que A" = X(Â), comme il fallait le démontrer. 

L’importance du théorème 6 réside en ce qu’il permet de représenter A comme 
anneau d’endomorphismes d’un certain module, à savoir l’idéal à gauche L Cela 
est essentiel dans le cas suivant. 

Soit D un corps non nécessairement commutatif i.e. un anneau dont l’ensemble 
des éléments non nuis est un groupe multiplicatif (et ainsi qu’en particulier, 1 # 0 
dans l’anneau). (Un tel anneau est parfois dit corps gauche- N.d.T.) 

Soit A un anneau et M un module sur A. On dira que M est un module simple 
si M # {0}, et si M n’a pas d’autre sous-module que {0} et M lui-même. 

Théorème 7. (Lemme de Schur.) Soit M un module simple sur un anneau A. 

Alors End^(M) est un corps ( non nécessairement commutatif). 

Démonstration. Nous savons que End A (M) est un anneau, et nous devons 
démontrer que tout élément non nul possède un inverse. Puisque / # 0, l’image 
de / est un sous-module de M qui n’est pas égal à M, de sorte que le noyau de / 
est {0}, et que/est, par conséquent, injective. Par suite,/possède un inverse comme 
homomorphisme de groupes, et on vérifie immédiatement que cet inverse est 
un A-homomorphisme, prouvant par là notre théorème. 

Exemple 6. Soient A un anneau, et L un idéal à gauche qui est simple, en tant 
que A-module. (On dit que L est un idéal à gauche simple.) Alors End^ L) = D 
est un corps. Si on est dans le cas où D est commutatif, alors, d’après le théorème 
6, on conclut que A = End D (L) est l’anneau de toutes les applications D-linéaires 
de L dans lui-même, et que L est un espace vectoriel sur le corps D. Ainsi nous 
avons une image concrète de l’anneau A. 
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Exercices 

1. Soit A un anneau. Montrez que A peut être considéré comme module sur lui-même à 
un seul générateur. 

2. Soient A un anneau et M un /4-module. Montrez que Hom^f/l, M)et M sont isomorphes 
en tant que groupes additifs, par l’application / h* /'( 1 ). 

3. Soient £ et F deux /(-modules. Montrez que Hom^fE, F) est un module sur End^F), 
l’opération de l’anneau End^fF) sur le groupe additif Hom x (£, F) étant la composition des 
applications. 

4. Soit E un module sur l’anneau A, et soit L un idéal à gauche de A. Soit LE l’ensemble 
de tous les éléments XiU, + ••• + x„v„ oü x, e A et v t eE. Montrez que LE est un sous-module 
de £. 

5. (a) Soient A un anneau, E un module et L un idéal à gauche. Supposons que L et £ soient 
simples. Montrez que LE = £, ou que LE = 0. 

(b) Supposons que LE = £. Définissez la notion d’isomorphisme de modules. Démontrez 
que L est isomorphe à £, en tant que /(-module. [ Indication : soit v 0 e E un élément tel que £r 0 
¥= {0}. Montrez que l’application x <-* xr 0 établit un /(-isomorphisme entre L et £.] 

6. Soit A un anneau, £et F des /(-modules. Soit / :£-»£ un isomorphisme. Montrez que 
End,,{£) et End^fF) sont isomorphes en tant qu’anneaux, par l’application 

/Uffo/off" 1 


où f e End^ffi). 

7. Soient £ et F des modules simples sur un anneau. Soit / : £ -> F un homomorphisme. 
Montrez que / = 0, ou que f est un isomorphisme. 

8. Vérifiez en détail la dernière assertion faite dans la démonstration du théorème 7. 

9. Soient A un anneau et £ un module. On dit que £ est un module libre s'il existe des 

éléments dans £ tels que tout élément veE possède une décomposition unique 

V = x,v, + ■■■ + x„v„ 

oü les x,- 6 A. Si c’est le cas, alors on dit que r,.r„ est une base de £ (sur A). 

10. Soient £ un module libre sur l’anneau A, de base v u .,,,v„, F un module et w,. w„ 

des éléments de F. Montrez qu’il existe un unique homomorphisme / : £ -» F tel que /(i>,)=w, 
pour i — 1,..., n. 

11. Soient A un anneau, et £ un ensemble constitué de n éléments, par exemple de s,, ...,s„. 
Soit F l’ensemble des applications de £ dans A. (a) Montrez que F est un module, (b) Si x e A, 
on désigne par xs, la fonction de £ dans A, qui associe x à s, et 0 à Sj, pour; ^ i. Montrez que 
F est un module libre, que lsi,..., ls„ est une base de F sur A, et que tout élément s’exprime de 
façon unique sous la forme x^ -I- — + x„.s„. où x, e A. 

12. Soient un anneau A, un module £ et un sous-module F de £. Décrivez la façon de faire 
du groupe quotient E/F un /(-module. 

13. Soient £ un corps et A = £[£] l’anneau des polynômes à coefficients dans £, Soit J 
l’idéal engendré par X 2 . Montrez que A/J est un £-espace vectoriel. Quelle est sa dimension? 

14. Soient K un corps et A = £[£] l’anneau des polynômes à coefficients dans K. Soit 
f(X) un polynôme de degré d > 0 de £[£]. Soit J l’idéal engendré par J'(X). Quelle est sa 
dimension de A/J sur K'? Exhibez une base du £-espace vectoriel A/J. Montrez que A/J est 
un anneau intègre si et seulement si / est irréductible. 

15. Si A est un anneau commutatif, £ et F des modules, montrez que Hom,,(£, F) est un 
/1-module d’une façon naturelle. Est-ce encore vrai si A n’est pas commutatif? 
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16. Soient K un corps et A un espace vectoriel sur K de dimension 2. Soit {e,u} une base 
de A. Si a, b , c, et d sont des éléments de K, on définit le produit 

{ae -I- bu)(ce + du) = ace + (bc + ad)u. 

Montrez que ce produit fait de A un anneau. Quel en est l’élément unité. Montrez que cet 
anneau est isomorphe à l’anneau K[A']/(A' 2 ) de l’exercice 13. 

17. On conserve les notations de l’exercice précédent. Soit f(X) un polynôme de K[A"]. 
Montrez que 

f(ae + u) = f (a)e + f'(a)u , 
oü /' est la dérivée formelle de /. 

18. Soit A un anneau, et soient £', £ et F des zl-modules. Si /:£'->£ est un X-homomor- 
phisme, montrez que l’application q> i-~* / ■ q> est un Z-homomorphisme de Hom^F, £) dans 
Hom^(F, E), et est un /1-homomorphisme si A est commutatif. 

19. Une suite d’homomorphismes de groupes abéliens 

A B — C 

est dite exacte si Im / = Ker g. Ainsi dire que 0- A--> B est exacte signifie que / est 

injective. Soit A un anneau. Si 

0-> £' £—^-> E" 

est une suite exacte de A-modules, montrez que 

0-» Hom^ (F, £')-► Hom^, (F, E) -> Hom^ (F, E") 


est une suite exacte. 



CHAPITRE VI 


Théorie des corps 


Nous supposons dans ce chapitre, et pour être concret, que tous les corps sont 
des sous-corps du corps des nombres complexes. En fait, les résultats restent vala¬ 
bles si, au lieu de C, on prend n'importe quel corps algébriquement clos et qui contient 
l'ensemble des rationnels comme sous-corps. 


§ 1 . Extensions algébriques 

Soit un corps K. On dit qu’un nombre a est algébrique sur K s’il existe un poly¬ 
nôme f{t) non nul de K[t] tel que /(a) = 0, i.e. si a satisfait une équation poly¬ 
nomiale 


ClnC(" + "• + ÜQ — 0 

à coefficients dans K, non tous nuis. Si K est un sous-corps de E, et si tout élément 
de E est algébrique sur K, on dit que E est algébrique sur K. 

Exemple 1. Si a 2 = 2, i.e. si a est l’une des deux racines carrés possibles de 2, 
alors a est algébrique sur le corps Q des nombres rationnels. Une racine cubique 
de 2 est, de la même façon, algébrique. N’importe lequel des nombres e 2mln (où n 
est un entier ^ 1) est algébrique sur Q, puisque racine d et" - 1. Il est bien connu 
(mais difficile à démontrer) que ni e, ni tc ne sont algébriques sur Q. 

Soit K un sous-corps d’un corps E. On peut considérer E comme espace vec¬ 
toriel sur K. On dit aussi que E est une extension de K. On dira que £ est une 
extension finie de K, si E est un espace vectoriel de dimension finie sur K. Par 
exemple, C est une extension finie de R, et {1, i) une base de C sur R. Le corps des 
nombres réels ne constitue pas une extension finie de Q. 

Théorème 1. Si E est une extension finie de K, alors tout élément de E est 
algébrique sur K. 

Démonstration. Les puissances 1, a, a 2 ,...,a” d’un élément de E ne peuvent 
être algébriquement indépendants sur K, si n > dim E. Il existe donc des éléments 
a 0 ,..., a„e K, non tous nuis, tels que a„ a" + - + a 0 = 0. Cela veut dire que a est 
algébrique sur K. 

Soit a un nombre algébrique sur K. Soit J l'idéal des polynômes de K[f] dont a 
est racine, i.e. des polynômes f tels que /(a) = 0. Soit p(t) un générateur de J, de 
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coefficient dominant égal à 1. Alors p est irréductible. Démonstration: Supposons 
que p =, gh, avec deg g < deg p et deg h < deg p. Puisque p(a) = 0, on a g(a) = 0 
ou h(tx) = 0. Soit par exemple g( a) = 0. Puisque deg g < deg p, cette situation 
est impossible à cause de l’hypothèse faite sur p. 

Le polynôme irréductible p (de coefficient dominant 1) est uniquement déter¬ 
miné par a dans K[r], et on l’appelle le polynôme irréductible (ou minimal. N.d.T.) 
de a sur K. Son degré est appelé degré de a sur k. Nous allons immédiatement 
donner une autre interprétation de son degré. 

Théorème 2. Soit <x un nombre algébrique sur K. Soit n le degré de son poly¬ 
nôme irréductible sur K. L'espace vectoriel engendré sur K par 1, a,...,a" -1 
est alors un corps, et la dimension de cet espace vectoriel est n. 

Démonstration. Soit / un polynôme quelconque de K[î]. On peut trouver q 
et r dans K[t] tels que / = qp + r, avec deg r < deg p. Alors 

/(a) = <?(a)p(a) -I- r( a) = r(a). 

Par suite, en désignant par E l’espace vectoriel engendré par 1, a,...,a" -1 , on 
trouve que le produit de deux éléments de E est encore dans E. Supposons que 
/(a) / 0. Le polynôme/n’est alors pas divisible par p. Il existe, par conséquent, 
des polynômes g, h e X[t] tels que 

9f + hp = 1. 

On obtient g(a)f(a) + h(a)p(a) = 1, d’où g(a)f{a) = 1. Ainsi tout élément non 
nul de E est inversible, et de là vient le fait que E soit un corps. 

Le corps engendré par les puissances de a sur K, comme dans le théorème 2, 
sera désigné par K( a). 

Si E est une extension finie de K, on désigne par 

[£:« 

la dimension de E considérée comme espace vectoriel sur K, et on l’appelle le 
degré de E sur K. 

Théorème 3. Soit E t une extension finie de K, et soit E 2 une extension finie 
de Ei. Alors E 2 est une extension finie de K, et 

[£ 2 : K] = [£,:£,] [£,:*]. 

Démonstration. Soit {(*!,...,a„} une base de E t sur K, et {Pu—,P m } une base 
de £ 2 sur Ei. Démontrer que les éléments {a,//} forment une base de £ 2 sur K. 
Soit v un élément de £ 2 . On peut écrire 

V = S WjPj = WiPi + - + wj m 
j 

pour des Wje E y . Ecrivons tous les Wj comme combinaisons linéaires de ai, ...,a„ 
à coefficients dans K, de sorte que 

Wj = Z C,jCti. 
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On trouve, par substitution, 

V = Z Z CijXiPj. 

j i 

Par suite les éléments a ; /?j engendrent E 2 sur K. Supposons que nous avons une 
relation 


0 = Z Z XijaiPj , 
j * 

où les x y e X. On a alors 

Z (Z Xya.-)#; =°- 

j « 

De l’indépendance linéaire de Pu ..., p m sur E u on tire 

Z Xifti = 0 

i 

pour tout j, et, de l’indépendance linéaire de ai,..., a„ sur K, on tire xij = 0 pour 
tout i et tout j, comme il fallait le montrer. 

Soient a et p deux nombres algébriques sur K. Le nombre P est, a fortiori, 
algébrique sur K( a). Nous pouvons former le corps K(a.)(P). Tout corps contenant 
K, et a, P contiendra K(a)(P). Par suite, K{a)(P) est le plus petit corps contenant 
K et a et p tous les deux. De plus, d’après le théorème 3, K(tx)(P) est finie sur K, 
se décomposant en la suite 

K c K(ot) c K(a)(P). 

Par suite, d’après le théorème 3, le corps K(a)(P) est algébrique sur K. De plus, 
comme il est sans importance d’écrire K(a)(P) ou K(P)( a), nous désignons ce corps 
par K( a, P). 

On constate, par récurrence, que, si ai,...,a r sont algébriques sur K et si 
K(ot u a r ) est le plus petit corps contenant K et ai,..., a„ on peut exprimer 
/C(ai,..., a r ) comme X(a!)(a 2 ) - (a r ). Ce dernier corps est algébrique sur K comme 
on peut le constater par application successive du théorème 3. Nous l’appelons le 
corps obtenu par adjonction à K des éléments ai,...,a r . 

Théorème 4. Soit p un polynôme irréductible sur le corps K, de degré n. 
Le polynôme p possède alors n racines distinctes dans le corps des nombres com¬ 
plexes. 

Démonstration. On peut écrire 

p(t) = (t - ai) — (t - a„) 

où les a, e C. Soit a une racine de p. Il va suffire de montrer que a est de multiplici- 
cité 1. Remarquons que p est le polynôme irréductible de a sur K. Remarquons 
aussi que la dérivée formelle p' de p est de degré < n. (cf. chapitre IV, §3.) Par suite, 
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nous ne pouvons pas avoir p'(oi) = 0, puisque p' n’est pas le polynôme nul (ce qui 
résulte immédiatement de la définition de la dérivée formelle, le coefficient domi¬ 
nant de p' étant na„ ± 0). Finalement, a est de multiplicité 1. 


Exercices 

1. Soit a 2 = 2. Montrez que le corps Q(a) est de degré 2 sur Q. 

2. Montrez que le polynôme (r — a) 2 + b 2 , où a et b sont rationnels, b / 0, est irréductible 
sur le corps des nombres rationnels. 

3. Montrez que le polynôme r 3 — p est irréductible sur Q, pour tout entier p premier. 

4. Quels sont les degrés des corps suivants sur Q? 

(a) Q(a), où a 3 = 2, 

(b) Q(a), où a 3 = p(p premier), 

(c) Q(a), où a est racine de r 3 — t — 1. 

(d) Q(a, P), où x est racine de t 2 — 2 et p de r 2 — 3? 

5. Montrez que la racine cubique de l'unité eu = e lnl 3 est racine d’un polynôme de degré 2 
sur Q. Montrez que Q(o>) = Q(\ —3). 

6. Quel est le degré du nombre cos ( 27 î / 3 ) sur Q? 

7. Quel est le degré du corps Q(i, ,/3) sur Q? 

8. Soit E une extension de degré 2 d'un corps K. Montrez qu'on peut exprimer E sous la 
forme K( a), pour une certaine racine a d’un polynôme r’ — a, où ne K. [ Indication: utilisez 
les formules de l’enseignement secondaire qui donnent les solutions des équations du second 
degré.] 

9. Soit t 2 + bt + c un polynôme de degré 2, où b et c sont dans K. Soit a une racine de ce 
polynôme. Montrez que K(ct) est de degré 2 sur K si b 2 — 4ac n’est pas un carré dans K, et que, 
sinon, K(a ) est de degré 1 sur K, i.e. que a e K. 

10. Soit aeC, et a ^ 0. Soit a une racine de t" — a. Montrez que toutes les racines'de 
t" — a sont du type tua, où œ est une racine n-ième de l’unité, i.e. 

oj = e lnikin , pour k = 0,...,n - 1. 


§ 2 . Plongements 


Soit K un corps, et soit L un autre corps. Par plongement de K dans L, on 
entend une application 


a : K -> L 


telle que, pour tous x, y e K, on a 

a{x + y) = a(x) + a(y) et a(xy) = a(x)a(y), 

et telle que cr(l) = 1. Il s’ensuit alors que, si x # 0, a(x) # 0 (car 1 = a(xx ~ l ) = 
= g(x)o(x~ ')). Par conséquent a est un homomorphisme à la fois pour le groupe 
additif de K et pour le groupe multiplicatif des éléments non nuis de K. De plus, 
puisque le noyau de a considéré comme homomorphisme additif, est {0}, il s’ensuit 
que a est injectif, i.e. que cr(x) # <y{y) si x # y. C’est la raison pour laquelle a est 
appelé plongement. Nous écrivons souvent ax au lieu de <r(x), et oK au lieu de er(K). 
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Un plongement a : K -* K' est dit isomorphisme si l’image de o est K'. (On 
devrait spécifier qu’il s’agit d’un isomorphisme de corps, mais le contexte rend 
toujours clair ce que nous voulons dire.) Si o : K -*• L est un plongement, alors 
l’image oK de K par o est évidemment un sous-corps de L, et a fournit ainsi un 
isomorphisme de K avec oK. Si a : K -* K' est un isomorphisme, on peut définir 
un isomorphisme inverse o~ 1 : K' -> K de la façon habituelle. 

Soit f(t) un polynôme de K[t]. Soit a un plongement de K dans L. Posons 


/(f) — o„t" + — + do, 

et définissons of comme étant le polynôme 

of(t) = o(a n )t n + - + o(a 0 ). 

On vérifie alors trivialement que, pour deux polynômes/et g de K[t], on a 

ct(/ + g) = of + og et o(fg) = (of)(og). 

Si p(t) est un polynôme irréductible de K[t], alors p est irréductible sur K. 
C’est là un fait important. Il est facile de le démontrer, car, si nous avons une 
décomposition 

P = gh 

sur ak, alors 

p = o~ l op = (o~ l g)(o~ l h) 

se factorise sur K. 

Soit f(t)e k(t), et soit a un nombre algébrique sur K. Soit un plongement o de 
K(a) dans un corps K. On a alors 

(<x/)(«ra) = cr(/(a)). 

Cela résulte immédiatement de la définition d’un plongement, car si f(t) est le 
même que ci-dessus, 

/(a) = a„ a" + - + a 0 , 

d’où 

(*) (/(a)) = CT(a„)<r(a)" + - + o(a 0 ). 

En particulier, si a est racine de /, <r(a) est racine de of. Remarquons aussi que 
si o est un plongement de K(ot) dont l’effet est connu sur K et sur a, alors l’effet de o 
est déterminé de façon unique sur K( a) par (*). 

Soit o : K -» L un plongement. Soit E une extension de K. Un plongement 
r : E -> L est dit prolongement de o si t(x) = o(x) pour tout xe K. On dit aussi 
que o est une restriction de t à K. 

Théorème 5 . Soit o : K -* L un plongement. Soit p(t ) un polynôme irréduc¬ 
tible K[r], Soient a une racine de p, et fi une racine de op dans L. Il existe alors 
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un plongement x : K( a) -*■ L qui prolonge a, et tel que ta = /?. Réciproquement , 
tout prolongement x de g à K(fi) est tel que ta est racine de ap. 

Démonstration. La seconde assertion résulte d’une remarque que nous avons 
faite précédemment. Pour prouver l’existence de t, considérons un polynôme / 
quelconque de K[f] et définissons x par l’image (<rf )(/?) qu’il donne de l’élément /(a). 
Le même élément/(a) possède un grand nombre de représentations sous la forme 
/(a), pour un grand nombre de polynômes/de K[t]. Nous devons donc montrer 
que notre définition de x ne dépend pas du choix de/. Supposons que/et g, appar¬ 
tenant à X[t], soient tels que /(a) = g(oc). On a alors (/ - g)( a) = 0. Par suite, 
il existe un polynôme h de X[t] tel que / — g = ph. Alors 

of = a g + (op){oh). 

Par suite 

(<*f)(P) = (og)(P) + (op)(P) ■ (oh){P) 

= (<rg)(P). 

Cela prouve que nous avons bien défini une application. Nous avons essentielle¬ 
ment utilisé le fait que p est irréductible ! Il est maintenant trivial de vérifier que x 
est un plongement, et nous laissons cela au lecteur. 

Corollaire 1. Soit p un polynôme irréductible sur le corps K. Soit a une racine 
de p. Soit 

a : K -> C 

un plongement de K dans le corps des nombres complexes. Le nombre de plon- 
gements possibles de K(a.) dans C qui prolongent a est alors égal au degré de p 
(i.e. au degré de a sur K). 

Démonstration. Conséquence immédiate des théorèmes 4 et 5. 

Corollaire 2. Soit E une extension finie de K. Soit n le degré de E sur K. 
Soit g : K -* C un plongement de K dans le corps des nombres complexes. Le 
nombre de prolongements de g à un plongement de E dans C est égal à n. 

Preuve. On peut écrire E sous la forme E = K(a a r ). Considérons la suite 

K c K(<Xi) a K( ai,a 2 ) <= — c K(oti,...,ot r ) 

Soit £ r _, = K( ai,.... a,_i). Supposons que nous ayons démontré par récurrence 
que le nombre de prolongements de g à E r - ! est égal au degré [E r _, : K]. Soient 
a i,..., a m les prolongements de g à E r - 1 . Soit d le degré de a r sur E r - 1 . Pour chaque 
i = on peut trouver exactement d prolongements de er,- à £; appelons-les 

er,i, ...,cr /a . Il est clair alors que l’ensemble {afi (i = l,...,m et j - 1 ,...,d) est 
l’ensemble des prolongements distincts de g à E. Cela prouve notre corollaire. 

Soit a un élément algébrique sur K. Soit p(t) le polynôme irréductible de a sur 
K. Soient a,..... a„ les racines de p. Nous appelons ces racines les conjuguées de a 
sur K. Pour chaque a,, il existe un plongement <r, de K(a) qui envoie a sur a,- et 
qui est l’identité sur K. Ce plongement est uniquement déterminé. 
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Exemple 1. Considérons une racine a du polynôme t 3 — 2. Prenons pour a 
la racine cubique réelle de 2, écrite a = ^fl. Soient 1, ro a> 2 les trois racines cubiques 
de l’unité. Le polynôme t 3 - 2 est irréductible sur Q, parce qu’il n’a pas de racine 
dans Q (cf. exercices 1, 2 du chapitre IV, §3). Il existe par suite trois plongements 
de Q(ot) dans C, à savoir les trois plongements a u a 2 , tels que 

<7i<x = a, <r 2 a = coa, <x 3 a = cu 2 a 

Exemple 2. Si a = 1 4- -J2, il existe deux plongements de Q(a) dans C, à 
savoir ceux envoyant respectivement a sur 1 4- v 7 2 et 1 — v 2. 

Théorème 6. {de l'élément primitif - N.d.T.) Soit E une extension finie de K. 

Il existe alors un élément y de E tel que E = K(y). 

Démonstration. Il va suffire de démontrer que, si £ = K(a, f) pour deux éléments 
a et f algébriques sur K, alors on peut trouver y dans £ tel que £ = K{y), car alors 
on peut raisonner par récurrence. Soit [£:£] = n. Soient o u ...,a n les n plonge¬ 
ments distincts de £ dans C, prolongeant l’identité sur K. Nous allons d’abord 
démontrer qu’on peut trouver un élément ce K tel que les éléments 

<r,oc 4- = cr,(a 4- cf) 

sont distincts, pour i = l,...,n. Considérons les polynômes 

fl 11 l a i y - ~ a ‘ a + fajP - • 

■ = i jri 

Ce n’est pas le polynôme nul, puisque tous les facteurs sont différents de 0. Ce 
polynôme possède un nombre fini de racines. Par suite, on peut certainement 
trouver un élément c de K qui, substitué à t, n’annule pas ce polynôme. Cet élé¬ 
ment c va réaliser ce que nous cherchons à faire. 

Nous affirmons en effet maintenant que £ = K(y), où y = a 4- cf. En fait, 
par construction, nous avons n plongements distincts de K(y) dans C prolongeant 
l’identité sur K , à savoir or,..., a„. Par suite [K(y) : K] 2; n, d’après le corollaire 1 
du théorème 5. Puisque K(y) est un sous-espace de £ sur K qui a la même dimension 
que £, il en résulte que X(y) = £, et notre théorème est démontré. 

Exemple 3. Démontrez en exercice que si a 3 = 2, et si f est une racine carrée 
de 2, alors Q(oe, f) — Q(y), où y = a 4- f. 


Exercices 

1. Trouvez dans tous les cas qui suivent un élément a tel que Q (a,/?) = Q(y). Démontrez 
toujours les affirmations que vous faites. 

(a) a = y=T|S = Jî (b) * = ÿ£p = Jî. 

(c) a = racine de t 3 - t + 1, f = racine de t 2 — t — 1, 

(d) a = racine de t 3 - 2t + 3, f = racine de t 2 + t + 2. 

2. Déterminez les degrés des corps Q(a, f) sur Q dans chacun des cas de l’exercice 2. 
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3. Soient £, et E 2 deux extensions d’un corps K. Supposons que [£ 2 : K] = 2 et que 
E, n £ 2 = K. Soit £ 2 = £(oc). Montrez que E^a) est de degré 2 sur E,. 

4. Soit a 3 = 2, soit w une racine cubique complexe de l’unité et soit p = ma. Quel est le 
degré de Q(a, p) sur Q. 

5. Soient £, de degré p et E 2 de degré p' sur K. pour des entiers p et p premiers entre eux. 
Montrez que, soit £i = E 2 , soit £, n E 2 = K. 

6. Soit £ une extension finie de K, de degré n. Soient «Xi,..., er„ les plongements distincts 
de £ sur K dans C. On définit, pour un a e £, la trace et la norme de a (de £ sur K) par, respec¬ 
tivement. 


7>£(a) = Z (J/a = a ,a + — + <r„a, 

r= I 

Nk{ a) = f| fffot = <T,a...(T„a. 

i = 1 

(a) Montrez que la trace et la norme de a sont dans K. 

(b) Montrez que la trace est un homomorphisme additif, et la norme un homomorphisme 
multiplicatif. 

7. Soit a un élément algébrique sur le corps K , et soit 

p(t) = t" + 1 + "■ + Cl O 

le polynôme irréductible de a sur K. Montrez que 

7V(a) = ( — 1 )"a 0 et 7>(a) = -a„- 

(Les normes et les traces sont prises de K(a) sur K.) 

8. Soit £ une extension finie de K, et soit a un élément de K. Soit [£:£] = n. Quelles sont 
la norme et la trace de a de £ sur K ? 


§ 3 . Corps de dislocation 

Soit E une extension finie de K. Soit a un plongement de K, et t un prolonge¬ 
ment de o à un plongement de E. Nous disons également que t est sur a. Si a est 
l’identité, nous disons alors que x est un plongement de E sur K (ou un K-plonge- 
ment-N.d.T.) Le plongement t de £ sur K est alors tel que xx = x pour tout x e K. 
On dit aussi que x laisse K fixe. 

Nous entendons par automorphisme d’un corps K un isomorphisme o : K -> K 
de K avec lui-même. Le contexte montre toujours clairement qu’il s’agit d’un iso¬ 
morphisme de corps (et d’aucun autre type d’isomorphisme, comme ceux de groupes 
ou d’espaces vectoriels). 

Soit a un plongement sur K d'une extension finie L de K. Supposons que o(L) 
soit contenue dans L. Alors o(L ) = L. En effet, o induit une application linéaire 
de l’espace vectoriel de L sur K, qui est injective. Par suite, o est surjective et est 
donc un isomorphisme (de corps ou d’espace vectoriel), et par conséquent un 
automorphisme. 

Remarquons que l’ensemble des automorphismes d’un corps L est un groupe. 
On le vérifie trivialement. Nous allons nous occuper de certains de ses sous- 
groupes. 
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Soit G un groupe d’automorphismes d’un corps L. Soit L G l’ensemble de tous 
les éléments x e L tels que ax = x pour tout a e G. L’ensemble L° est alors un corps. 

En effet, L G contient 0 et 1. Si x et y sont dans L G , alors 

a(x + y) = ax + ay = x + y, 
a{xy) = a{x)a(y) = xy, 

de sorte que x + y et xy sont dans L G . On a aussi o(x~ ') = a(x)~ 1 = x~ *, de 
sorte que x“ 1 est dans L G . Cela prouve que L a est un corps appelé corps fixe de G, 
(ou corps des invariants de G - N.d.T.). 

Si G est un groupe de K-automorphismes de L sur un sous-corps K, alors K 
est contenu dans le corps fixe de G par définition, mais le corps fixe peut être plus 
grand que K. Si, par exemple, G est réduit à l’identité, alors son corps fixe est L 
lui-même. 

Exemple 1. Le corps des nombres rationnels n’a pas d’autre automorphisme 
que l’identité. Démonstration? 

Exemple 2. Démontrez que le corps Q(a), où a 3 = 2 n’a pas d’autre automor¬ 
phisme que l’identité. 

Exemple 3. Soit K un corps et aeK. Supposons que a n’est pas un carré 
dans K ; soit a 2 = a. Alors F(a) possède exactement deux K-automorphismes, 
à savoir l’identité, et l’automorphisme qui envoie a sur —a. 

Une extension finie L de K sera dite galoisienne si tout K-plongement de L 
est un automorphisme de L. 

Une extension finie L de K est dite corps de dislocation (ou corps de rupture. N.d.T.) 
d’un polynôme si L — K(oc,,.... a„). où a,.a„ sont les racines du polynôme. 

Théorème 7 . Une extension finie de K est galoisienne si et seulement si elle 

est corps de dislocation d'un polynôme. 

Démonstration. Soit L une extension galoisienne de K. Posons, en utilisant le 
théorème 6, L = K(a.) pour un certain élément a. Soit p(t) le polynôme irréductible 
de a sur K. Il existe, pour toute racine a, de p, un unique K-plongeaient a t de L 
tel que a t a = a,. Puisque tout plongement est un automorphisme, il s’ensuit que a,- 
est contenu dans L. Par suite 

L= K(a) = *(«„..., a„) 

et L est le corps de dislocation de p. 

Réciproquement supposons que K soit le corps de dislocation d’un polynôme 
f(t), non nécessairement irréductible, dont les racines sont Si a est un 

K-plongement de L, alors aa t doit aussi être racine de K. Par suite a envoie L 
dans lui-même, et est un automorphisme. 

Théorème 8 . Soit L une extension galoisienne de K. Si p(t) est un polynôme 

de K[f], s'il est irréductible sur K et si p possède une racine dans L. alors p a toutes 

ses racines dans L. 
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Démonstration. Soit a l’une des racines de p dans L. Soit j? une autre racine 
de p. D’après le théorème 5, il existe un K(a)-plongement <x de iC(/3) envoyant a 
sur P, et égal à l’identité sur K. Prolongeons ce plongement à L. Puisque un K-plon¬ 
geaient de L est un automorphisme, on doit avoir <ra e L, et donc p e L. 


§ 4 . Théorème fondamental 

Théorème 9. Soit L une extension galoisienne de K. Soit G le groupe des 
K-automorphismes de L. Alors K est le corps des invariants de G. 

Démonstration. Soit K' le corps fixe de G. On a trivialement K c K'. Supposons 
que a e K' et a $ K. D’après le théorème 5, il existe un K-plongement ct 0 de K(oc) 
tel que ct 0 oc oc. Prolongeons ct 0 à un K-plongement de L. (Corollaire 2 du théo¬ 
rème 5.) Par hypothèse, cr est un K-automorphisme de L, et <ra = ct 0 oc # oc, con¬ 
tredisant ainsi l’hypothèse que a e K' mais que oc £ K. Cela prouve notre théorème. 

Théorème 10. Soit L une extension galoisienne de K. A tout corps intermé¬ 
diaire E, on associe le sous-groupe G LiE des automorphismes de L laissant E 
fixe. L'extension L est galoisienne sur E, et l'application 

E h* G LIE 

est une application injective et surjective de l'ensemble des corps intermédiaires, 
sur l'ensemble des sous-groupes de G, et E est le corps des invariants de G L/E . 

Démonstration. Tout £-plongement de L est un K-plongement, et par suite un 
automorphisme de K. Il en résulte que L est galoisienne sur E. De plus, E est le 
corps fixe de G LiE d’après le théorème 9. Cela montre, en particulier, que l’applica¬ 
tion 


E i-» G L/E 

est injective, i.e. que si E # E' alors G L/E # G LiE . Soit enfin H un sous-groupe de 
G. On peut écrire L= K(a) pour un certain élément oc. Soit {cri,..., <r r } les éléments 
de H, et soit 

f(t) = (t - a !(X) — (t - a r a). 

Remarquons que {gg u ..., gg,} est une permutation de {g u ..., a r }, pour tout 
cr e H. Par suite, de l’expression 

af(t) = (t - gg, ot) -(t - CTCT r a) =f(t), 

on tire que les coefficients de / sont dans le corps fixe E de H. De plus L = K(a), 
et a est racine d’un polynôme de degré r sur E. Par suite, [L : £] g r. Mais L 
possède r £-plongements distincts (ceux de H), et par conséquent, d’après le 
raisonnement habituel, [L : £] = r, et H = G L/E . Cela prouve notre théorème. 

Si L est une extension galoisienne de K, le groupe des automorphismes de 
G L / K est appelé groupe de Galois de L sur K. Si L est le corps de dislocation d’un 
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polynôme /(t) dans K[t], on dit aussi que G LlK est le groupe de Galois def 
Soit f(t)eF(t), et soit 

f(t) = (t - ai) — (t - a„) 

Soit L= K(ui, ..., a„), et soit a un élément de G L/K • Alors {aa,,tra„} est une permu¬ 
tation de {ai,a„}, que l’on peut noter n„. Si a ^ x, n a # n T , et, de façon claire, 

7l az = 7Zfj ° 7l z . 

Nous avons par conséquent représenté le groupe de Galois Gl/k comme groupe de 
permutations des racines de /. Naturellement il n’est pas toujours vrai que l’on 
peut représenter toute permutation de {ai,...,a„} par un élément de G i/K , même 
si/est irréductible sur K. Voyez les paragraphes suivants pour les exemples. 


Exercices 

1. On entend par racine primitive n-ième de l’unité, un nombre w dont la période est exacte¬ 
ment n. Par exemple, e 2 """ est une racine primitive n-ième de l’unité. Montrez que toute autre 
racine primitive n-ième de l’unité est égale à une puissance e 2n,r '", oü r est un entier > 0 et 
premier avec n. 

2. Soient K un corps et L = K(u>), où a> est une racine primitive n-ième de l’unité. Montrez 
que L est galoisienne sur K, et que son groupe de Galois est commutatif. [Indication : remarquez 
que pour tout K-plongement a, aw = a/ 1 '’ 1 pour un certain entier r(<w).] Si t est un autre plon¬ 
geaient, qu’est-ce que zaa>, et azu>. 

3. Soient K, et K 2 deux extensions galoisiennes d’un corps K. Soient, pour fixer les idées, 
K, = KiaG et K 2 = /C(a 2 ). Soit L = /C(at,<x 2 ). Montrez que L est galoisienne sur K. Soit G 
son groupe de Galois. Montrez qu’on peut envoyer G dans le produit direct G/e,, k x Gk 2/ kc n 
associant à tout a de G le couple (<Ti, o 2 ), oùff! est la restriction decr à K^et a 2 celle de a à K 2 . 
Montrez que cette application est un homomorphisme injectif. 

4. Soit L une extension galoisienne de K, et soit E un corps intermédiaire (K <= £ ci L), 
tel que E soit galoisienne sur K. Soit G le groupe de Galois de L sur K , et H le groupe de Galois 
de L sur E. Soit res t - a la restriction à E de ne G. Montrez que l’application a i-» resj.- a est un 
homomorphisme surjectif de G sur G EjK dont le noyau est H. Par suite, G E , K est isomorphe au 
groupe quotient G/H. 

5. Soit K un corps contenant i = N /— 1. Soit L le corps de dislocation du polynôme 
t 4 — a, où a e K. Montrez que le groupe de Galois de L sur K est un sous-groupe d’un groupe 
cyclique d’ordre 4. Si t 4 —a est irréductible sur K, montrez que son groupe de Galois est cyclique 
d’ordre 4. Si a est une racine de t 4 — a, exprimez toutes les autres racines en fonction de x 
et de i. 

6. Soit, plus généralement, un corps K contenant toutes les racines n-ièmes de l’unité. 
Soit Lun corps de dislocation de l’équation t" — a — O.aveca 6 K. Montrez que Lest galoisienne 
sur K. et que son groupe de Galois est un sous-groupe d’un groupe cyclique d’ordre n. 

1. Montrez que le groupe de Galois du polynôme t 4 — 2 sur le corps des rationnels est 
d’ordre 8, et contient un sous-groupe cyclique d’ordre 4. [ Indication: démontrer d’abord que 
le polynôme est irréductible sur Q. Considérer alors, si a est une racine quatrième réelle de 2, 
L = Q(a, /).] 
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§ 5 . Extensions quadratiques et cubiques 


Résumons d’abord les propriétés des extensions quadratiques. Soit K un corps. 
Tout polynôme irréductible t 2 + bt 4- c à coefficients dans K a K (a) pour corps 
de dislocation, où 


a = 


-b ± Jb 2 - 4c 
2 


L’extension K( a) est galoisienne sur K, et son groupe de Galois est cyclique d’ordre 
2. Si on pose d = b 2 - 4c alors K( a) = Réciproquement, le polynôme 

t 2 - d est irréductible sur K, si et seulement si d n’est pas un carré dans K. 

Considérons maintenant le cas cubique. Après élimination du terme carré, 
un polynôme cubique de X[t] peut être mis sous la forme 

f(t) = r 3 + bt + c = (r - ai)(t - a 2 )(t - a 3 ), 

où b, c e K. Les racines peuvent, ou non, être dans K. Si/n’a pas de racine dans K, 
alors/est irréductible. On trouve 

ai + a 2 + a 3 = 0, aia 2 + aia 3 + a 2 a 3 = b, -aia 2 a 3 = c. 

Définissons le discriminant de / comme étant 

D = [(«2 - ai)(a3 - oti)(a 3 - a 2 )] 2 . 

Tout automorphisme de X(a t ,a 2 , a 3 ) laisse D invariant puisqu’il ne transforme 
le produit 

ô= (a 2 - ai)(a 3 - ai)(a 3 - <x 2 ) 
qu’au plus en le changeant de signe. 

Soit L= K(ai, a 2 , a 3 ) le corps de dislocation de f. Soit G le groupe de Galois 
de L sur K. Supposons que /est irréductible. On peut alors représenter G comme 
sous-groupe du groupe symétrique S 3 . Puisque L contient K(a) pour toute racine a 
de/, il s’ensuit que [L : X] est divisible par 3, et que par suite l’ordre de G est 3 ou 6. 
Dans le premier cas, L = K( a), et G est cyclique d’ordre 3. Dans le second cas, G est 
isomorphe à S 3 . Démontrez en exercice le: 

Théorème 11. Le groupe G est isomorphe à S 3 si et seulement si D n'est pas 
un carré dans K. Et si D est un carré dans K, l'extension L est de degré 3 sur K. 

Démontrez, en utilisant ce qui a déjà été dit, l’autre exercice facile suivant: 

Théorème 12. Soit f(t) = t 3 + at + b un polynôme irréductible sur K. 
le corps de dislocation de f. L'extension L est alors égale à K(y/D, a) pour toute 
racine a de f 

Puisque D est dans K, nous avons le sentiment qu’il doit y avoir moyen d’exprimer 
D en fonction de a et h. Vous trouverez, après quelques calculs, que 

D = - 4a 3 - 21b 2 . 
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On peut alors, à l’aide de ce renseignement, déterminer explicitement, le groupe 
de Galois du polynôme cubique. 

Soulignons qu’avant d’entreprendre quoi que ce soit d’autre, on doit toujours 
déterminer si / est irréductible ou non. Pour les polynômes cubiques, on peut le 
faire à l’aide des théorèmes 12 et 13 du chapitre IV, §5. 

Exemple. Considérons le polynôme f(t) = t 3 — 3t + 1. Il n’a pas de racine 
entière, et est donc irréductible sur Q. Son discriminant est 

D = - 4a 3 - 27 b 2 = 3 4 

Le discriminant est un carré dans Q, et, par suite, le groupe de Galois de / sur 
Q est cyclique, d’ordre 3. Le corps de dislocation de / est Q(a) pour n’importe 
laquelle des racines a de /. 


Exercices 


1. Déterminez les groupes de Galois des polynômes suivants sur le corps des nombres 
rationnels. 

(a) r 2 - t +"1; (b) r 2 - 4; (c) t 2 + i + 1; (d) t 2 - 27. 

2. Déterminez les groupes de Galois des polynômes suivants sur le corps des nombres 
rationnels. Trouvez-cn les discriminants. 


(a) t 3 - 3f + 1; (b) / 3 + 3; (c) r 3 - 5; 

(d) t 3 — a, où ci est rationnel, t 4 0, et n’est pas le cube d’un nombre rationnel; 

(e) r 3 - 5t + 7; (f) r 3 + 2r + 2; (g) t 3 - t - 1. 


3. Déterminez les groupes de Galois des polynômes suivants sur les corps indiqués: 


(a) f 2 — 10 sur Q( n /2); 


1 sur 


(c) « - ; 

(e) t 3 - 2 sur 

(g) f 2 - 5 sur Q(\/-5); 


(b) r 3 - 10 sur Q; 

(d) f 3 - 10 sur Ql^/ —3); 

(f) t 3 - 9 sur Q( % /-'3j; 
(h) t 2 + 5 sur Q(ÿ-5). 


4. Soit /(r) = r 3 + at + b. Soit a une racine de /, et soit P un nombre tel que 


Montrez qu’on ne peut trouver un tel p si a # 0. (Pourquoi?) Montrez que 

P 3 = + b/2 + J+D/ 108. 

On obtient, de cette manière, une expression de a en termes de radicaux. 


§ 6 . Résolubilité par radicaux 

Considérons deux cas particuliers caractéristiques du cas général, avant 
d’aborder le théorème fondamental. 

Une extension galoisienne dont le groupe de Galois est abélien est dite abélienne. 
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Soit L une extension galoisienne de K, L= K( a). Soient x et a des K-automorphis¬ 
mes de L. Pour vérifier que a r = xa, il suffit de vérifier que axa = xaa. En effet, 
on peut écrire tout élément de L sous la forme 

.v = a 0 + <i,x + + a d _ ,a <i_ ', 

si d est le degré de a sur K. Puisque axai = toa, pour tout i, il s’ensuit que, en plus 
de axa = xaa, axa' — xaa' pour tout i, d’où xax = axx. Nous allons développer 
deux cas particuliers importants. 

(1) Soit K un corps et n un entier positif. Soit a> une racine n-ième primitive 
de Funité, c'est-à-dire telle que of = 1 et que toute racine n-ième de l'unité puisse 
s'exprimer sous la forme of pour un r vérifiant 0 ^ r < n. Soit L = K(œ). Nous allons 
démontrer que L est galoisienne et abélienne sur K. Soit a un K-plongement de L. 
On a alors 


(acof = o-(co)" = 1. 

Par suite aco est aussi une racine n-ième de l’unité, et il existe un entier r tel que 
aw = a/. En particulier, L est galoisienne sur K. De plus, si x est un autre auto¬ 
morphisme de L sur K, alors tco = co s pour un certain s, et 

axo) = <r(co s ) = a(cof = io rs = x aw. 

Par suite ax = xa, et le groupe de Galois est abélien, comme il fallait le montrer. 

(2) Soit K un corps; supposons que les racines n-ièmes de l'unité soient dans K. 
Soit a e K. Soit a une racine du polynôme t" — a, de sorte que a n = a, et soit L = K(ot). 
Nous allons encore montrer que L est abélien sur K. Soit a un K-plongement de L. 
Alors 

(aa) n = crfa") = a a = a. 

Par suite, aa est aussi racine de t" — a, et 

(a/iTa)" = 1. 

Par suite, si œ est une racine primitive de l’unité, il y a un entier r tel que 

cra = co r a. 


En particulier, L est galoisienne sur K. Si x est un K-automorphisme de L, alors, 
pour un entier s 

xa = a/a 


d’où 


cria = a(co s a) = u) s aa = a/a/a = xaa. 

Par conséquent, ax = xa et le groupe de Galois est encore abélien. 

Soit K un corps et /un polynôme de degré S; 1. Nous dirons que/est résoluble 
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par radicaux, si son corps de dislocation est contenu dans une extension galoi- 
sienne L qui admet une suite 

K = K 0 <= K x <= K 2 c - <= K m = L 
de sous-corps de L, telle que 

(a) Ki = K(u>), pour une racine primitive n-ième a> de l’unité, 

(b) pour tout i tel que 1 S i S m - 1, le corps K i+l peut s’exprimer sous la 
forme K i+1 = K,(a i+1 ), où a i+) est une racine d’un certain polynôme 

t d — ai = 0, 

où d divise n, et a t est élément de K t . 

Remarquons que si d divise n, alors of id est une racine primitive d- ième de 
l’unité (pourquoi?) et par suite, d’après ce que nous avons vu, l’extension' Kn i 
de Ki est abélienne. Nous avons vu également que K i est abélien sur K. L’extension 
K est donc décomposée en une suite d’extensions abéliennes. Soit G; le groupe 
de Galois de L sur K h On obtient alors une suite correspondante de sous-groupes 

G => Gi => G 2 => "• => G m = {e} 

tel que G i+ i soit distingué dans G u et le groupe quotient G,/G i+ i abélien (cf. exer¬ 
cice 4 du §4). On a démontré, par conséquent, que 

Théorème 13. Si f est résoluble par radicaux, alors son groupe de Galois 

est résoluble. 

C’était un problème célèbre que de déterminer si tout polynôme était résoluble 
par radicaux (Galois, jeune mathématicien révolutionnaire, le résolut - N.d.T.). Pour 
montrer que ce n’est pas le cas, il va suffire d’exhiber un polynôme dont le groupe 
de Galois est le groupe symétrique S 5 (ou S„, pour n ^ 5), d’après le théorème 8 du 
chapitre II, §5. Cela est facile: 

Théorème 14. Soient x u ...,x n des éléments algébriquement indépendants 

sur un corps K, et soit 

f(t ) = n (t - x f ) = t" - SxC' 1 + - + ( 1 ) n s n 

i = 1 

OÙ 

Si = Xi + - + X m ...,S n = X i -X„ 

sont les coefficients de f Soit K = K 0 (su ..., s„). Soit L= K(x u ..., x„). Alors L 

est galoisienne sur K, de groupe de Galois S„. 

Démonstration. L’extension L est galoisienne sur K puisque 

L= K(x u ...,x n ) 

est le corps de dislocation de f. Etant donnée une permutation o de on 

sait qu’il existe un automorphisme n a du corps K 0 (xi,..., x n ) laissant K 0 fixé, 
et tel que n a (xi) = x a{i) . Puisque une permutation quelconque de laisse 

les coefficients de/invariants, il s’ensuit que K est fixe sous chaque n„ pour chaque 
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a e S„, et nous voyons que l’application a—+na fournit un homomorphisme injectif 
de S„ dans le groupe de Galois de L sur K. Cependant, nous avons également 
constaté qu’on peut représenter tout K -automorphisme de L comme permutation 
des racines de /. Il s’ensuit que S„ représente tout automorphisme du groupe de 
Galois, comme il fallait le montrer. 

Dans le paragraphe suivant, nous montrons qu’on peut toujours trouver n 
nombres complexes algébriquement indépendants sur Q. 


§ 7 . Extensions infinies 

Commençons par quelques assertions de cardinalité concernant les corps. 
Nous n’utilisons que des ensembles finis ou dénombrables ici, et tout ce que nous 
avons besoin de savoir sur de tels ensembles est ce qui suit : 

Si D est dénombrable, un produit fini D x x D est dénombrable. 

Une réunion dénombrable d’ensembles dénombrables est dénombrable, 

Un sous-ensemble infini d’un ensemble dénombrable est dénombrable, 

Si D est dénombrable et si D -> E est une application surjective de D sur un 
ensemble E qui n’est pas fini, alors E est dénombrable. 

Le lecteur trouvera des démonstrations indépendantes de ces assertions au 
chapitre VIII (cf. théorème 3 et ses corollaires), mais celles-ci ne sont que de simples 
exercices. 

Soit K un corps et E une extension de K. Nojrs disons que E est algébrique 
sur K si tout élément de E est algébrique sur K. Soit K l’ensemble de tous les nombres 
complexes algébriques sur K. Alors K est un corps, car nous avons vu que si a et 
P sont algébriques sur K, alors oc + P et a/? le sont aussi, puisque contenus dans 
l’extension finie K( a, P) de K. 

Théorème 15. Soit K un ensemble dénombrable. Alors K est dénombrable. 

Démonstration. Procédons par étapes. Soit P„ l’ensemble des polynômes 
irréductibles de degré n jg 1, à coefficients dans K et de coefficients dominants 
égaux à 1. A chaque polynôme /e P„, 

/(() = t n + a„-it” 1 + ■'■ + flo. 

nous associons ses coefficients (a „- lt ..., a 0 ). On obtient ainsi une injection de P„ 
dans K x - x K = K", d’où nous concluons que P„ est dénombrable. 

Soient maintenant a/,,,..., oif,„ les racines d’un polynôme fe P„, dans un 
ordre donné. 

Soit J„ = {1,..., n}, et soit 

P n x {1, ..... n} -> C 

l’application de P„ x J„ dans C telle que 

(/, 
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pour i = 1 n et feP„. Cette application est une surjection de P„ x J n sur 
l’ensemble des nombres de degré n sur K, et, par suite, cet ensemble est dénombrable. 
En prenant la réunion pour n = 1,2,..., on arrive à la conclusion que l’ensemble 
des nombres algébriques sur K est dénombrable. 

Théorème 16 . Soit K un ensemble dénombrable. Le corps K(t) des fractions 
rationnelles est alors dénombrable. 

Démonstration. Il va suffire de démontrer que l’anneau des polynômes K[t] est 
dénombrable, parce que nous avons une application surjective 

K[t ] x K[f]o -+ K(t), 

où K[f] 0 désigne l’ensemble des éléments non nuis de K[t]. L’application est 
naturellement (a, b) i-> a/b. Pour chaque n, soit P„ l’ensemble des polynômes de 
degré ^ n, à coefficients dans K. Alors P„ est dénombrable, et, par suite, K[r] 
est dénombrable, comme étant réunion dénombrable de P 0 , Pi, P 2 ,..., avec {0}. 

Corollaire. Etant donné un entier n 2: 1, il existe n nombres complexes algé¬ 
briquement indépendants sur Q. 

Démonstration. Le corps Q est dénombrable, et C ne l’est pas. Par suite, il existe 
Xj € C qui est transcendant sur Q. Soit Ki = Q(xi). Alors Ki est dénombrable. 
En procédant par récurrence, on peut prendre un élément x 2 transcendant sur K u 
et ainsi de suite, pour trouver les éléments xi,..., x„ que nous souhaitons. 

Remarque. Le fait que C (et même R) n’est pas dénombrable sera démontré 
au chapitre suivant. 
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Les nombres réels et les nombres complexes 


§ 1 . Anneaux ordonnés 

Soit A un anneau intègre. On entend par ordre sur l’anneau A un sous-ensemble 
P de A satisfaisant les conditions suivantes: 

ORD 1. Pour tout xe A on a soit xe P, soit x = 0, soit — x e P, et chacune 
de ces trois possibilités est exclusive des deux autres. 

ORD 2. Si x,ye P, alors x + y e P et xy e P. 

On dit aussi que A est un anneau ordonné par P, et on appelle P l’ensemble des 
éléments positifs. 

Supposons que A est ordonné par P. Puisque 1 0, et puisque 1 = 1 2 = ( -1) 2 , 

on voit que 1 est un élément de P, i.e. que 1 est positif. D’après ORD 2, et par récur¬ 
rence, il s’ensuit que 1 + ••• + 1 (n fois) est positif. Un élément xe A tel que x # 0 
et x £ P est dit négatif. Si x et y sont des éléments négatifs de A, alors xy est positif 
(parce que -xe P, - ye P et donc ( - x)( - y) = xy e P). Si x est positif et y négatif, 
alors xy est négatif, parce que — y est positif, et que, par conséquent, x( — y) = — xy 
est positif. Pour tout x e A, x # 0, on voit que x 2 est positif. 

Supposons que A est un corps. Si x est positif et si x ^ 0, alors xx -1 = 1, et 
il résulte des remarques précédentes que x “ 1 aussi est positif. 

Soit A un anneau ordonné quelconque, et soit A' un sous-anneau de A. Soit P 
l’ensemble des éléments positifs de A et soit P' = P n A'. Il est alors clair que P' 
définit un ordre sur A', qu’on appelle l’ordre induit sur A'. 

Soient, plus généralement, A' et A des anneaux ordonnés et P' et P leurs ensem¬ 
bles respectifs d’éléments positifs. Soit / : A' -> A un plongement (i.e. un homo¬ 
morphisme injectif). Nous disons que f respecte l'ordre si, pour tout xe A tel que 
x > 0, nous avons /(x) > ü. Cela revient à dire que f~ '(R) = P' (ou /" '(P) est 
l’ensemble de tous les x e A’ tels que /(x) e (P). 

Soit x, y e A. On pose x < y (ou y > x) pour dire que y — xe P. Dire, dans ces 

conditions, que x < 0 revient à dire que x est négatif, ou que -x est positif. On 

vérifie facilement les inégalités habituelles, à savoir, que pour x, y, z e A, 

IN 1. x < y et y < z impliquent x < z, 

IN 2. x < y et z > 0 impliquent xz < yz, 

IN 3. x < y implique x + z < y + z, 
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si A est un corps, alors 

IN 4. x < y et x, y > 0 impliquent l/y < 1/x. 

Démontrons IN 2, à titre d’exemple. On a y — x e P et z e P, de sorte que, d’après 
ORD 2, (y - x)zeP. Mais (y — x)z = yz — xz, de sorte que, par définition, xz < yz. 
Démontrons IN 4, pour donner un autre exemple: on multiplie l’inégalité x < y 
par x -1 et y -1 et on trouve l’assertion IN 4. Les autres assertions ci-dessus sont 
laissées en exercices. 

Si x, y e A, on pose x g y pour dire que x < y ou que x = y. On vérifie alors 
immédiatement que IN 1, IN 2 et IN 3 restent valables si on y remplace partout le. 
signe < par ^. En outre, on vérifie tout aussi immédiatement que si x ^ y et si 
y S x, alors x = y. 

On va voir au théorème suivant comment on peut étendre l’ordre sur un anneau 
intègre à un ordre de son corps de fractions. 

Théorème 1. Soit A un anneau intègre, ordonné par P. Soit K son corps de 
fractions. Soit P K l’ensemble des éléments de K qu’on peut écrire sous la forme 
a/b. avec a. b e A. b > 0 et a > 0. Alors P K définit un ordre sur K. 


Démonstration. Soit x e K, x ¥= 0. On peut écrire, en multipliant numérateur et 
dénominateur de x par -1, s’il le faut, l’élément x sous la forme a/b, avec a,beA 
et b > 0. Si a > 0, alors x e P K . Si — a > 0, alors - x = —a/beP K . On ne peut pas 
avoir à la fois x et —xeP K , car sinon, on pourrait écrire 

x = a/b et — x = c/d, 

avec a, b, c,de A et a, b,c,d > 0. Alors on 

-a/b = c/d, 

d’oü —ad = bc. Mais bce P et ad e P, ce qui est contradictoire. Cela prouve que 
P K satisfait à ORD 1. Soient maintenant x,yeP K ; posons 

x = a/b et y = c/d, 

avec a, b, c,de A et a, b,c,d > 0. On a alors xy = ac/bd e P K . La fraction 


est aussi dans P K . Cela prouve que P K satisfait à ORD 2, et démontre notre théorème. 

Le théorème montre en particulier comment étendre l’ordre habituel de l’anneau 
Z des entiers au corps Q des rationnels. La façon de définir les entiers rationnels 
et de les ordonner, est étudiée en appendice. 

Soit A un anneau ordonné comme précédemment. Si x e A, on pose 


x 


x si x ^ 0, 
— x si x > 0. 
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Nous avons alors la caractérisation de la fonction x t-+ |x|, qu’on appelle la valeur 
absolue: 

Pour chaque x e A, |x| est l'unique ze A tel que z ^ 0 et z 2 = x 2 . 

Pour démontrer cela, remarquons d’abord qu’on a certainement |x| 2 = x 2 , et 
|x| 2: 0, pour tout xeA. D’autre part, étant donné a b A, a > 0, il existe au plus 
deux éléments ze A tels que z 2 = a, parce que le polynôme t 2 - a possède au plus 
deux racines. Si w 2 = a, alors w / 0 et ( — w) 2 = w 2 = a. Il y a, par conséquent, au 
plus un élément positif ze A tel que z 2 = a. Cela démontre notre assertion. 

Définissons le symbole N /ü pour a 2ï 0 dans A comme étant l’élément z ^ 0 de A 
tel que z 2 = a, lorsqu’un tel z existe. Sinon, *Jâ n’est pas défini. Il est maintenant 
facile de voir que, si a, b ^ 0 et si N /o et ^Jb existent, alors v fâb existe et 



En effet, si z, w ^ 0 et z 2 = a, w 2 = b, alors (zw) 2 = z 2 w 2 = ab. On peut alors 
exprimer la définition de la valeur absolue au moyen de l’expression |x| = ,/x 2 . 
La valeur absolue vérifie les règles suivantes : 

VA 1. Pour tout x e A, on a |x| 2ï 0 et |x| > 0 si x # 0, 

VA 2. |xy| = \x\\y\, pour tous x, y e A, 

VA 3. jx + y| g |x| + \y\, pour tous x,ye A. 

La première assertion ci-dessus est évidente. Quant à VA 2, on a 

M = = V* 2 vV = MM- 

On a, en ce qui concerne VA 3, 

|x + y| 2 = (x + y) 2 = x 2 + xy + xy + y 2 
g x 2 + 2|xy| + |y| 2 
= x 2 + 2|x||y| + M 2 

= (M + M) 2 - 

On peut alors en déduire le résultat en prenant les racines carrées des deux membres 
de l’égalité précédente (nous avons utilisé ici deux propriétés des inégalités, cf. exer¬ 
cice 1). 

Exercices 

1. Soit A un anneau intègre ordonné, (a) Démontrez que^x g |x[, pour tout xe A. (b) Si 
a, b ^ 0, si a g b, et si ^Ja et J b existent, montrez que J a g -Jb. 

2, Soit K un corps ordonné. Soit P l’ensemble des polynômes 

f(t) = a„t" + + «o 

à coefficients dans K, oü a„ > 0. Montrez que P définit un ordre sur K[/]. 
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3. Soit A un anneau intègre ordonné. Si x, yeA, montrez que |-x| = x, 

\x-y\z |x| - M, 

et aussi que 

I* + y\ è M - b|. 

Démontrez également que |x| g jx + y\ + |y|. 

4. Soit K un corps ordonné et / : Q -* K un plongement du corps des rationnels dans K. 
Montrez que / respecte nécessairement l’ordre. 


§ 2 . Préliminaires 

Soit K un corps ordonné. De l’exercice 4 du paragraphe précédent, on tire que 
le plongement de Q dans K, respecte l’ordre. Nous identifions Q à un sous-corps 
de K. 

Rappelons une définition formelle. Soit E un ensemble. Une suite d’éléments 
de E est simplement une application. 

Z + -*■ E 

de l’ensemble des entiers positifs dans E. On désigne habituellement une suite par 
la notation 

{xi,x 2 ,...} 


ou par 

ou simplement par 

{*«}> 

s’il n’y a aucun risque de confusion avec l’ensemble réduit à x n . 

Une suite {x„} de K est dite suite de Cauchy si, étant donné un élément s > 0 
de K, il existe un entier positif N tel que pour tous les entiers m,n ^ JV, on ait 

K - x m \ ^ e. 

(Pour plus de simplicité, nous faisons la convention que N, n, m désignent des 
entiers positifs à moins d’autres précisions. Convenons également de ce que fi 
désigne des éléments de K.) 

Pour éviter l’usage de trop de symboles, nous disons qu’un énoncé donné A 
concernant des entiers positifs est vrai pour tous les entiers suffisamment ou assez 
grands , s’il existe N tel que l’énoncé S(n) est vrai pour tout w ^ TV. Il est clair que, 
si S i,..., S r sont des énoncés, tous vrais pour des entiers suffisamment grands, alors 
ces énoncés sont simultanément vérifiés pour des entiers suffisamment grands. 
En effet, si 

Sdn) est vrai pour n ^ N u ... ,S r (n ) est vrai pour n N n 
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on voit, en posant N = max (JV,,.... N r ), que S f (n) est vérifié pour n ^ N. 

Nous disons qu’un énoncé est vrai pour des entiers arbitrairement grands si, 
étant donné N, l’énoncé est vérifié pour un n^. N. 

Une suite {x„} de K est dite convergente s’il existe un élément x e K tel que, 
étant donné /: > 0, on a 


|x - x„| g fi, 

pour tous les n assez grands. v 

Un corps ordonné dans lequel toute suite de Cauchy est convergente est dit 
complet. Remarquons que le nombre x ci-dessus, s’il existe, est déterminé de façon 
unique car si y e K est tel que 

\y - *»| ^ « 

pour des n assez grands, alors 

|x - y\ â |x - x„ + x, - y\ ^ |x - x„| + |x„ - y\ g 2/:. 

Comme cela est vrai pour tout r. > 0 de K, il s’ensuit que x - y = 0, et donc que 
x = y. On appelle ce nombre de x, la limite de la suite {x„}. 

On dira qu’un corps K est archimédien si, étant donné x e K, il existe un entier 
positif n tel que x ^ /i. Il résulte alors, qu’étant donné fi > 0 de K, on peut trouver 
un entier m > 0 tel que 1/fi < m, donc tel que l/m < k. 

Il est facile de dire que le corps des rationnels n’est pas complet. On peut, 
par exemple construire des suites de Cauchy de rationnels dont le carré approche 2, 
mais tels que la suite n’a pas de limite dans Q, (sinon yjl serait rationnel). Au 
paragraphe suivant, nous allons construire un corps archimédien complet, qui est 
appelé le corps des nombres réels. Nous allons maintenant démontrer une pro¬ 
priété des corps archimédiens, qu’on prend comme point de départ de l’analyse. 

Soit E un sous-ensemble de K. Par majorant de E, on tend un élément zeK 
tel que x g z, pour tout x e E. Par borne supérieure de E, on entend un élément 
w e K tel que w soit un majorant, et tel que, si z est un majorant, alors w g z. 
Si w u w 2 sont deux bornes supérieures, alors w x g w 2 et w 2 ^ Wi, de sorte que 
= w 2 : une borne supérieure est unique. 

Théorème 2. Soit K un corps ordonné archimédien complet. Alors toute 
partie non vide E de K qui possède un majorant, a aussi une borne supérieure. 

Démonstration. Considérons, pour tout entier positif n, l’ensemble T„ constitué 
de tous les entiers y tels que, pour tout xe E, nous avons nx ^ y (et par suite 
x S y/n)- L’ensemble T n est donc minoré par tout élément nx (où x e E), et n’est 
pas vide car si b est un majorant de E, alors tout entier y tel que nb ^ y est dans T„ 
(en utilisant la propriété qu’a le corps d’être archimédien). Soit y„ le plus petit 
élément de T„. Il existe alors un élément x„ de E tel que 

y« — 1 < «x„ g y n 
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(sinon, y n n’est pas le plus petit élément de T„). Par suite, 


h. 

n 


n n 


Soit z„ = yjn. Nous affirmons que la suite {z„} est de Cauchy. Pour le démontrer, 
considérons deux entiers positifs met b; supposons par exemple que y Jri g yjm. 
Nous affirmons que 

y_m _ 1 < y_n < y_m 
m m n — m' 

En effet, sinon 

h < Zü _ 1 
n ~ m m 

et 

ym _ 1 
m m 


est un majorant de E, ce qui n’est pas vrai puisque x m lui est supérieur. Cela dé¬ 
montre notre affirmation, à partir de laquelle nous constatons que 

h _ ^ < 1 

n m ~ m 


Pour m et n assez grands, l/m est arbitrairement petit, et nous avons démontré 
que notre suite {z„} est de Cauchy. 

Soit w sa limite. Démontrons d’abord que w majore E. Supposons qu’il existe 
x e E tel que w < x. Il existe alors un n tel que 


\Zn - W 


< 


x — W 


2 


Alors 


x — z„ = x — w + w — z„^x — w-|w — z„\ 

. x — w 

> x — w--- 


> > 0 . 


de sorte que x > z„, contrairement au fait que z„ est un majorant de E. 

Nous allons maintenant montrer que w est une borne supérieure de E. Soit 
u < w. Il existe un n tel que 


4 
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(Il faut simplement choisir n assez grand.) On peut également choisir n assez 
grand pour que 


Un ~ H g 


W — U 


puisque w est la limite de z„. Mais alors 


x„-u = w- u + x„-z„ + z„-w 
^ w - u - \x„ - z„| - |z„ - w| 
w — U w — U 


> w — U — 




d’où u < x„. Par suite u n’est pas la borne supérieure de E. Cela prouve que w 
est la borne supérieure de E, et achève la preuve de notre théorème. 


§ 3 . Construction de nombres réels 

Partons de l’ensemble Q des rationnels et de leur ordre obtenu à partir de 
l’ordre de l’ensemble des entiers du théorème 1 du §1. Nous voulons définir les 
nombres réels. Dans l’enseignement élémentaire, on se sert des réels sous forme 
de nombres décimaux illimités, comme 

72= 1,414... 

Un tel nombre décimal illimité n’est rien d’autre qu’une suite de rationnels 
1 ; 1,4 ; 1,41 ; 1,414 ; 

et il est bon de remarquer qu’il existe d’autres suites qui «approchent» Jl. Si 
l’on veut définir x /2, il est alors raisonnable de dire que c’est, par définition, une 
suite de rationnels, pour une notion convenable d’équivalence. Nous allons faire 
cela pour tous les nombres réels. 


Partons de notre corps ordonné Q et des suites de Cauchy de Q. Soit y = {c„} 
une suite de nombres rationnels. On dira que y est une suite nulle, (i.e. tendant 
vers 0. N.d.T.) si, étant donné un nombre rationnel e > 0, nous avons 

c„| g e 

pour des n assez grands. A moins d’autres précisions, nous avons affaire dans ce 
qui suit à des rationnels, et nos suites sont des suites de nombres rationnels. 

Si a = {a„} et p = {b n } sont des suites de nombres rationnels, on définit a + /? 
comme étant la suite {a n + b„}, i.e. la suite dont le n-ième terme est a n + b n . On 
définit la suite a)? comme la suite dont le n-ième terme est a„b n . L’ensemble des 
suites de rationnels n’est donc rien d’autre que l’anneau de toutes les applications 
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de Z + dans Q. Nous allons voir dans un instant que les suites de Cauchy forment 
un sous-anneau de cet anneau. 

Lemme 1. Soit ot = {a„} une suite de Cauchy. Il existe un nombre rationnel 
positif B tel que \a„\ g B, pour tout n. 


Démonstration. Etant donné le nombre 1, il existe N tel que pour n ^ N, nous 
ayons 

\a„ - a N | ^ 1. 

On a alors, pour tout n 5; N, 

|#n| =5 |An| + 1- 

Soit B le maximum de |ai|, \a 2 \,..., |a N _ i|, |a N | + 1. 

Lemme 2. Les suites de Cauchy forment un anneau commutatif. 


Démonstration. Soient a = {a„} et = {b„} des suites de Cauchy. Etant donné 
e > 0, nous avons 



pour tout m et tout n assez grands, ainsi que 

|K - b m \ g | 

pour tous n et m suffisamment grands. Par suite, pour tous n et m assez grands, 
nous avons 

\o„ + b n — (a m + b m | = | a„ — a m + b n — b m \ 

= | a„ — a m | + | b n — b m \ 



La somme a + /? est donc de Cauchy. On voit immédiatement que 

-a = {— a„} 

est une suite de Cauchy. Quant au produit, on a 

l^n^n a m b m ~ a n b n a n b m + a n b m — a m b m 
g a„| |h„ - h m | + | a„ - a m \ \b m \. 

Il existe, d’après le lemme 1, B t > 0 tel que |a„| ^ B t pour tout n, et B 2 > 0 tel 
que \b n \ g B 2 , pour tout n. Soit B = max(£?i, B 2 ). Pour tous m et n assez grands, 
nous avons 



et 


| K - b m | 
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et par conséquent, 


Le produit a/5 est ainsi une suite de Cauchy. Il est clair que la suite {1,1,1,...} 
est de Cauchy. Par conséquent, les suites de Cauchy forment un sous-anneau de 
toutes les applications de Z + dans Q. Cet anneau est évidemment commutatif. 

Lemme 3. Les suites nulles forment un idéal de l'anneau des suites de Cauchy. 

Démonstration. Soient /5 = {b„} et y = {c„} des suites nulles. Etant donné 
r. > 0 nous avons, pour des n assez grands 

N=f et 

Ainsi, pour tout n suffisamment grand, a 

| b n + c„\ g 6, 

de telle sorte que P + y est une suite nulle. Il est clair que — p est une suite nulle. 

D’après le lemme 1, étant donné une suite de Cauchy a = {a„}, il existe un 
nombre rationnel B > 0 tel que 

H â B 

pour tout n. Pour tout n assez grand, on a 



d’où 


\a„b„\ ^ B | = e, 

de telle sorte que a/? est une suite nulle. Cela prouve, comme souhaité, que les 
suites nulles forment un idéal. 

Soit A l’anneau des suites de Cauchy et M l’idéal des suites nulles. Nous avons 
donc ici une notion d’équivalence, qui est, par définition que, si a, p e A, a = P 
(mod M) signifie a — P e M, ou, autrement dit que a - P + y, pour une suite y 
nulle. Par définition, un nombre réel est une classe d’équivalence de suites de 
Cauchy modulo M. Comme nous l’avons vu à propos de la construction des anneaux 
quotients, l’ensemble de telles classes d’équivalence est lui-même un anneau, 
désigné par A/M, mais que nous notons aussi R. La classe d’équivalence de a est 
pour l’instant notée à. Par définition, on a alors 

a + P = a + P, â/5 = a/5. 

L’élément unité de R est la classe de la suite de Cauchy {1,1,1,...}. 
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Théorème 3. L'anneau A/M = R des nombres réels est en fait un corps. 

Démonstration. On doit démontrer que, si a est une suite de Cauchy, et n’est 
pas la suite nulle, alors il existe une suite de Cauchy telle que a/S = e (mod M), 
où e = {1,1,1,...}. Nous avons besoin d’un lemme concernant les suites nulles. 

Lemme 4. Soit a une suite de Cauchy non nulle. Il existe alors N 0 et un rationnel 
c > 0 tels que \a n \ ^ c, pour tout n 5; N 0 . 

Démonstration. Supposons le contraire. Soit a = {a„}. Alors, étant donné e > 0, 
il existe une suite infinie n 1 < n 2 < ... d’entiers positifs tels que 

pour tout i = 1,2,... Par définition, il existe N tel que pour m,n^N, nous avons 

i i ^ e 

|an - «ml ^ y 

Soit n t ^ N. Nous avons, pour m â: N, 

Kl ^ K - a ni \ + K| â ~, 


et pour m,n ^ N, 


a » 



Cela montre que a est une suite nulle, contrairement à l’hypothèse, et démontre 
notre lemme. 

Revenons à la démonstration du théorème. D’après le lemme 4, il existe N 0 tel 
que, pour n 5: N 0 , nous avons a„ ^ 0. Soit P = {£>„} la suite telle que b n = 1 si 
n < Nq et b n — a~ 1 si n < N 0 - Alors fia. ne diffère de e que par un nombre fini 
de termes, de sorte que /Sa - e est certainement une suite nulle. Reste à démontrer 
que /S est une suite de Cauchy. D’après le lemme 4, on peut choisir JV 0 tel que, 
pour tout n jg N 0 , nous avons a„ ^ c > 0. Il s’ensuit que 


1 

Kf 



Etant donné e > 0, il existe N (que l’on peut prendre 2: N 0 ) tel que, pour tout 
m,n ’è N, nous ayons 

k - a m \ S ec 2 . 


Nous obtenons alors, pour m, n ^ N 



1 


a m - a n 

a„ " 

a m 


Q-nfln 



= 6, 
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prouvant par là que /? est une suite de Cauchy et concluant la démonstration de 
notre théorème. 

Nous avons construit le corps des nombres réels. 

Remarquons que nous avons un homomorphisme d’anneaux de Q dans R, en 
envoyant chaque nombre rationnel a sur la classe de la suite de Cauchy {a, a, a,...}. 
Cet homomorphisme est le composé de deux homomorphismes: l’application 

Cl {u, U, U, ...} 

de Q dans l’anneau des suites de Cauchy suivie de l’application A -*• A/M. Puisqu’il 
ne s’agit pas de l’homomorphisme nul, on tire un isomorphisme de Q sur son image. 

Le lemme qui suit a pour but de définir un ordre sur les nombres réels. 

Lemme 5. Soit a = {a„} une suite de Cauchy. Une et une seule des assertions 

suivantes esr alors vérifiée: 

(1) oc est une suite nulle. 

(2) il existe un rationnel c > 0 tel que, pour tous les n assez grands, a„ 2: c, 

(3) il existe un rationnel c < 0 tel que, pour tous les n assez grands, a n g c. 

Démonstration. Il est clair que si a vérifie une des trois assertions, oc ne vérifie 
pas les deux autres, i.e. que ces assertions s’excluent mutuellement. Ce que nous 
devons montrer, c’est qu’au moins l’une des trois possibilités est réalisée. Supposons 
que a n’est pas une suite nulle. D’après le lemme 4, il existe N 0 et un nombre ration¬ 
nel c > 0 tel que |a„| 2: c pour tout n 2ï N 0 . On a donc a n 2: c si a n est positif, et 
-a„ 2: c si a„ est négatif. Supposons qu’il existe des entiers n assez grands pour 
que a„ soit négatif. Supposons qu’il existe des entiers n assez grands pour que a„ soit 
positif, et des entiers m assez grands pour que a m soit négatif. Alors pour de tels 
m et n, nous avons 

a n ~ a m ^ 2c > 0, 

ce qui contredit le fait que a est une suite de Cauchy. Cela prouve que (2) ou (3) 
doivent être vérifiées, et achève la démonstration du lemme. 


Lemme 6. Soit a = {a„} une suite de Cauchy et soit /} = {b n } une suite nulle. 
Si a. vérifie la propriété (2) du lemme 5, alors a. 4- f aussi et, si a vérifie la pro¬ 
priété (3) du lemme 5, alors a. + fi aussi. 

Démonstration. Supposons que a satisfait à la propriété (2). Pour tout n assez 
grand et par définition d’une suite nulle, on a \b n \ ^ c/2. Par suite, pour des n assez 
grands, 

a„ + b n ^ |a„| - \b n \ ^ c/2. 

Un raisonnement similaire démontre le résultat analogue pour la propriété (3). 
Cela démontre le lemme. 
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On peut maintenant définir un ordre sur les nombres réels. Soit P l’ensemble 
des réels qui sont représentés par une suite a de Cauchy ayant la propriété (2); 
démontrons que-#* définit un ordre. 

Soit a une suite de Cauchy représentant un nombre réel. Si a n’est pas nulle 
et ne vérifie pas (2), alors — a satisfait évidement (2). D’après le lemme 6, toute autre 
suite de Cauchy représentant le même nombre réel que a satisfait aussi (2). Par 
suite P satisfait à la condition ORD 1. 

Soient a = {a„} et /? = \b„} deux suites de Cauchy représentant des nombres 
réels dePet vérifiant (2). Il existe c x > Otelquea„ 2 c x pour «assez grand et il existe 
c 2 > 0 tel que b„ 2 c 2 pour n assez grand. Par suite a„ + b n 2 c x + c 2 >0 pour n 
assez grand, prouvant ainsi que a + P est aussi dans P. De plus, 

a„b„ 2 CjC 2 > 0, 

pour n suffisamment grand, de telle sorte que a/? est dans P. Cela démontre que P 
définit un ordre sur le corps des nombres réels. 

Rappelons-nous que nous avons trouvé un isomorphisme de Q sur un sous-corps 
de R, isomorphisme donné par l’application 

ü I—► {{2, U, O, ...}. 

En vertu de l’exercice 4, §1, cette application respecte l’ordre, mais cela résulte 
tout aussi facilement de nos définitions. Pendant un moment, nous n’identifions 
pas a avec son image dans R, et nous désignons par a la classe de la suite de Cauchy 
{a, a, a ,...}. 

Théorème 4. L'ordre de R est archimëdien. 

Démonstration. Soit A un nombre réel, représenté par une suite de Cauchy 
a = {a„}. D’après le lemme 1, on peut trouver un nombre rationnel r tel que a„ ^ r 
pour tout n, et en multipliant par un dénominateur positif, on voit qu’il existe un 
entier b tel que a n ^ b, pour tout n. La classe b - a est alors réprésentée par la 
suite {b — a„ } et b — a n jg 0, pour tout n. Il résulte que, par définition, 

b - â 2 0, 

d’où a g b, comme on le veut. 

Les lemmes suivants nous donnent un critère d’inégalités entre nombres réels 
en termes de suite de Cauchy. 

Lemme 7. Soit y = {c„} une suite de Cauchy de nombres rationnels, et soit c 

un nombre rationnel > 0. Si \c„\ 2 c pour des n assez grands, alors |y| ^ c. 

Démonstration. Si y = 0, notre assertion est triviale. Supposons y / 0, et soit 
par exemple y > 0. On a alors |y| = y, et nous devons donc montrer que c - y 2 0. 
Mais, pour n assez grand, 


c - c„ 2 0. 
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Puisque c — y = {c - c„ }, il résulte de notre définition de l’ordre dans A que 
c - ÿ ^ 0. Le cas oü ÿ < 0 se démontre en considérant - 7 

Etant donné un nombre g > 0, d’après le théorème 4, il existe un nombre 
rationnel e x > 0 tel que 0 < e, < g. Par suite de la définition de limite, le fait de 
prendre e donné réel ou rationnel est sans importance. 

Lemme 8. Soit a = J -j.„ | une suite de Cauchy de rationnels. La classe a est 
la limite de la suite {«„}. 

Démonstration. Etant donné un nombre rationnel g > 0, il existe N tel que, pour 
m,n Tt N, nous ayons 

\a„ - a m | £ e. 

Nous avons alors, d’après le lemme 7, pour tous m,n^N 

|â - d m \ = |{«„ - a m }\ g g. 


Cela prouve notre assertion. 

Théorème 5. Le corps des nombres réels est complet. 

Démonstration. Soit { A „} une suite de Cauchy de nombres réels. On peut 
trouver pour tout n, d’après le lemme 8, un nombre rationnel a„ tel que 

\A„ - a „| ^ i 

(On doit, pour être rigoureux, écrire 1 v /n dans le membre de droite!) De plus, par 
définition, étant donné e > 0, il existe N tel que, pour tous m,n^. N, nous avons 

\A„ - A m | ^ |. 

Soit N i un entier ^ N, et tel que 1/JVj g e/3. Alors, pour tous m, n ^ N u nous 
obtenons 


| tin tx m | | a n A„ + A n A m + A m u m | 

= |^n A n | 4" |A n A m | ")■ | A m a m | 


Cela prouve que {a„} est une suite de Cauchy de nombres rationnels. Soit A sa 
limite. On a, pour tout n 


| A n - A\ S K - a „| + | a n - A\. 


On voit, en prenant n assez grand, que A est aussi limite de la suite {A„}, démontrant 
ainsi notre théorème. 
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Exercices 

1. Soit p un nombre premier. Si x est un nombre rationnel non nul, écrit sous la forme 
x = p r a/b où r est un entier, a et b des entiers non divisibles par p, on pose 

Mp = Vp r - 

et |0|, = 0. Montrez que, pour tous rationnels x, y, on a 

Mp = Mp Mp et |x + y\ p g |x|p + Mp- 

2. Définissez des suites de Cauchy respectant p, et construisez une complétion de Q res¬ 
pectant cette fonction, qu’on appelle valeur absolue p-adique. 

3. Démontrez que tout nombre réel positif possède une racine carrée positive dans R. 
Puisque le polynôme t 2 — a a au plus deux racines dans un corps, et puisque, pour toute 
racine a, le nombre — a est aussi racine, montrez que pour tout a e R, a > 0, il existe un unique 
a 6 R, a ^ 0 tel que a 2 = a. [ Indication: soit a la borne supérieure de l’ensemble des nombres 
rationnels b tels que b 2 g a.] 

§ 4 . Développements décimaux 

Théorème 6 . Soit d un entier 2 : 2 , et soit m un entier 2 ; 0 . On peut alors 
écrire m d'une façon unique sous la forme 

m = c'o 3" C\d -f- -f- c n d n 

pour des entiers C; tels que 0 g < d. 

Démonstration. On le voit facilement, par division euclidienne, et nous allons 
donner cette démonstration. Posons pour démontrer l’existence de cette écriture 
c'o = m et Ci = 0 pour i > 0, si m < d. Si m < d on écrit 

m = qd + c'o 

avec 0 g c 0 < d, en utilisant la division euclidienne. On a alors q < m et, par 
hypothèse de récurrence, il existe des entiers c,(0 g c ( < d et i 2; 1) tels que 

q — c*i -f- c' 2 d + *" -f- c k d k . 

En remplaçant par cette valeur, on obtient ce qu’on veut. Quant à l’unicité, sup¬ 
posons que 

m = b 0 + bid + + b„d" 

avec des entiers b ) satisfaisant 0 g b, < d. (On peut utiliser le même n, à condition 
d’ajouter des termes ayant des coefficients b,- ou c, nuis, s’il le faut.) Supposons, par 
exemple, que a<, :£ b 0 . Alors b 0 — a 0 è 0 et b 0 - a 0 < d. D’autre part b 0 — a 0 = d 
pour un entier e [ce qu’on voit en soustrayant (2) de (1)]. Par suite b 0 - a 0 = 0 
et b 0 = a 0 - Supposons que nous avons montré que ai = bi pour 0 g i g s et 
s < n. Alors 


a s-\ i d si 1 + "■ + a„d" = b s -i 1 + ••• + b„d„. 
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En divisant les deux côtés par d s + \ on obtient 

+ <2R-s-id" s 1 = b s j !+••• + id” s '. 

De ce que - nous venons de voir, il résulte que a sH i = f> sH 1; et nous avons prouvé 
l’unicité souhaitée, par récurrence. 

Soit x un nombre positif réel, et d un entier ^ 2. L’élément x possède une 
unique expression de la forme 


x = m + a 

où 0 ^ a < 1. Soit en effet m le plus grand entier ^ x. Alors x < m + 1, et par 
suite 0 S x — m < 1. Nous allons maintenant expliciter un développement d-dé- 
cimal en base d pour les nombres réels compris entre 0 et 1. 

Théorème 7. Soit x un nombre réel tel que 0 ^ x < 1. Soit d un entier ^ 2. 
Il y a pour chaque entier positif une expression unique 

(3) x ~ ~7 + d 1 + + d" + a " 

pour des entiers a,- satisfaisant à 0 :g a, < d et 0 a„ < l/d". 

Démonstration. Soit m le plus grand entier g d"x. Alors m 2; 0 et 

d m x = m + a„ 

pour des nombres a„ tels que 0 | «„ < 1. Appliquons le théorème 6 à m, et divisons 
ensuite par d" pour obtenir l’expression désirée. Réciproquement, étant donnée 
une telle expression (3), on peut la multiplier par d" et appliquer le résultat d’unicité 
contenu dans le théorème 6 pour en tirer l’unicité de (3). Cela démontre notre 
théorème. 

Lorsque d = 10, les nombres ai,a 2 ,... du théorème 7 sont précisément ceux 
du développement décimal de x, qui s’écrit 

x = 0, aia 2 a 3 ..., 

depuis des temps immémoriaux. 

Réciproquement, 

Théorème 8. Soit d un entier 2: 2. Soient a s ,a 2 ,... une suite d'entiers tels que 
0 g a, < d, pour tout i; supposons qu’étant donné un entier positif N, il existe 
un n ^ N tel que a„ # d — 1. Il existe alors un nombre réel x tel que, pour tout 
n 2î 1 ,on a 


_ a l , a 2 , 

-T + d 7 + 


+ + «n 


où a„ est un nombre tel que 0 ^ a„ < l/d". 

Démonstration. Nous prenons la liberté d’utiliser quelques propriétés élémen- 
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taires des limites et des sommes infinies, développées dans tous les exposés d’ini¬ 
tiation à l’analyse. Soit 


* = T + - + ?- 


La suite y,,y 2 , ••• est donc croissante et on montre facilement qu’elle est majorée. 
Soit x sa borne supérieure. L’élément x est alors limite de la suite, et 

x = y,, + a», 


où 




On a, par hypothèse, <x„ < /?„ puisque il existe un a v tel que v k n + 1 pour lequel 
a v # d — 1. D’autre part 


00 



D’où 0 ^ a„ < l/d", comme il fallait le démontrer. 

Corollaire. L'ensemble des nombres réels n'est pas dénombrable. 

Démonstration. Considérons le sous-ensemble de l’ensemble des nombres 
constitués des suites décimales 

0 , a\a 2 ... 

avec 0 ^ u, g 8 , en faisant d = 10 dans les théorèmes 7 et 8 . Il va suffire de démontrer 
que ce sous ensemble n'est pas dénombrable. Supposons le contraire, et soit 

ai = 0, 1 fl 1 2fl) 3 ..., 

a .2 — 0 , a 2 1 a 22 a 2 3 ..., 

= 0, «31 fl3 2 a 2 3..., 


une énumération de ce sous-ensemble. Soit bi,b 2 ,... une suite d’entiers positifs 
telle que 0 ^ bi ^ 8 et bi # au pour tout i. Soit a = 0,bib 2 b3... 
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Cet a n’est égal à aucun des a„{n = 1,2,...). Cela contredit l’hypothèse stipulant 
que l’on a une énumération de ce sous-ensemble, et démontre ainsi notre corollaire. 
(Remarque: les résultats élémentaires concernant la théorie des ensembles dé¬ 
nombrables utilisés dans cette démonstration sont développés systématiquement 
dans le prochain chapitre.) 


Exercices 

Jetez un oeil sur un texte traitant d’approximations diophantiennes ou de fractions con¬ 
tinues, pour voir comment on définit, au moyen de la division euclidienne, une suite plus 
naturelle (canonique) de nombres rationnels convergeant vers un nombre réel x donné, et 
indépendante du système décimal (qui est un système particulier). 


§ 5 . Les nombres complexes 

Notre but dans ce paragraphe est d’identifier l’ensemble des nombres réels avec 
un sous-corps d’un corps dans lequel l’équation t 2 = — 1 a une racine. Comme d’ha¬ 
bitude en l’occurrence, on définit ce plus grand corps de façon à rendre évidente 
la résolution de cette équation, et nous devons ensuite démontrer les propriétés 
requises. 

Définissons un nombre complexe comme étant un couple (x, y) de nombres réels. 
Si z = (x, y), on définit la multiplication par un nombre réel a comme étant 
donnée par 

az = (ax, ay). 

A ce stade, l’ensemble des nombres complexes n’est donc rien d’autre que R 2 , et 
on peut déjà le considérer comme espace vectoriel sur R. Posons e = (1,0) et 
i = (0,1). Tout nombre complexe peut donc s’exprimer d’une façon unique comme 
xe + yi, pour x et y réels. Nous devons maintenant définir la multiplication des 
nombres complexes. Si z = xe + yi et w = ue + vi sont deux nombres complexes, 
avec x, y,u,v e R, on pose 

zw = (xu - yv)e + (xv + yu)i. 

Remarquons tout de suite que ez = ze — z , pour tout z e C, et que i 2 = — e. Nous 
affirmons que C est un corps. Nous savons déjà que c’est un groupe (abélien) 
additif. Si z, = x,e + y t i, z 2 = x 2 e + y 2 i et z 3 = x 3 e + y 3 i, alors 

(z,z 2 )(z 3 ) =-((x,x 2 - y\y 2 )e + (y,x 2 + x,y 2 )i)(x 3 e + y 3 ï) 

= (xiX 2 x 3 - y,y 2 x 3 - yix 2 y 3 - x,y 2 y 3 )e 
+ (yix 2 x 3 + x,y 2 x 3 + x,x 2 y 3 - yiy 2 y 3 )i. 
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Un calcul analogue de z t (z 2 z 3 ) montre qu’on obtient la même valeur que pour 
(z 1 z 2 )z 3 . De plus, en posant w = u + vi une fois encore, on a 

w(z, + Z 2 ) = (ue + vi) ((x, + x 2 )e + (y 1 + y 2 )i) 

= (m(xj + x 2 ) - u(.Vi + y 2 ))e + (y(x! + x 2 ) + u(y r + y 2 ))i 
= (ux 1 — vyi + ux 2 — vy 2 )e + (vxi + uy 1 4- vx 2 + uy 2 )i. 

Un calcul direct de wz, + wz 2 montre qu’on obtient la même chose que pour 
w(Z] + z 2 ). Nous avons évidemment aussi wz = zw, pour tous w, z e C,et par suite, 
(Z] + z 2 )w = z,w + z 2 w. Cela prouve que les nombres complexes constituent un 
anneau commutatif. 

On vérifie immédiatement que l’application x f-» (x, 0) est un homomorphisme 
injectif de R dans C, et à partir de maintenant, nous identifions R et son image 
dans C, c’est-à-dire que nous écrivons x au lieu de xe, pour tout x e R. 

Si z = x + iy est un nombre complexe, on définit son conjugue z par 

z = x — iy. 

On voit, d’après les règles de multiplication, que 

— 2 . ? 
zz = x + y-. 

Si z # 0, l’un au moins des nombres x ou y n’est pas nul, et on voit que 

. z 

/. = -j-y 

x + y Jic 

est tel que zX = Xz = e, parce que 

z zz , 

Par suite tout élément non nul de C a un inverse, et par conséquent, C est un corps, 
qui contient R comme sous-corps [modulo notre identification de x avec (x,0)]. 
On définit le module d’un nombre complexe z = x + iy comme étant 

\z\ = Ja 2 + b 2 

et en termes de module, on peut écrire l’inverse d’un nombre complexe non nul 
sous la forme 



Soient z et w deux nombres complexes; on voit facilement que 
|z + wj ^ |z| + |wj et jzw| = jz||w|. 

De plus, z + w — z + w et zw = zw. Nous laissons la démonstration en exer¬ 
cices. Nous avons maintenant amené la théorie des nombres complexes au point 
où les analystes la prennent en charge. 

En particulier, si un nombre complexe z = x + iy a pour valeur absolue 1, 



LES NOMBRES COMPLEXES 


129 


alors x 2 + y 2 = 1, et à partir de là, il existe un nombre réel 6 tel que x = cos 6 
et y = sin 0. Nous avons la définition e' e = cos 8 + sin 0, et pour tout nombre 
complexe z, nous avons la définition e z = e x e‘ y . Des formules additives du sinus 
et du cosinus, nous concluons alors que w = e z e w pour tout nombre complexe 
z, w. Par ailleurs, si z ^ 0, alors z/|z| a une valeur absolue égale à 1, et de là tout 
nombre complexe z peut être écrit sous la forme polaire z = re ,e où r est un nombre 
réel ^ 0 et 0 un nombre réel. En utilisant la fonction réelle exponentielle, on prouve 
que tout nombre réel positif r possède une racine n ième réelle, et en utilisant la forme 
polaire, on conclut que tout nombre complexe a une racine n ,eme complexe, à 
savoir r v "e ,ei ”. 

En dehors de ce fait, nous utilisons la propriété qu’a une fonction à valeurs 
réelles, sur un ensemble fermé borné de nombres complexes, d’avoir un maximum. 
Tout cela est démontré dans les traités élémentaires d’analyse. 

En utilisant ces résultats, nous allons maintenant démontrer que le corps des 
nombres complexes est algébriquement clos, ou, en d'autres termes, que tout polynôme 
f eC[f], de degré 2; 1, possède une racine dans C. 

On peut écrire 

/(O = c„f" + a„- ,t" '+■•• + a o, 


avec a„ # 0. Pour tout réel R > 0, la fonction |/| telle que t |/(r)| est continue 
sur le disque fermé de rayon R et possède, par suite, un minimum sur ce disque. 
D’autre part, de l’expression 


/(f) = a n t" 1 + 


a n~ 1 

a„t 


+ ••• + 


flp \ 

a n t"j 


on tire que, lorsque |f| devient grand, |/(r)| aussi, i.e. qu’étant donné C > 0, il 
existe R > 0 tel que si |f| > R, alors |/(f)| > C. Par conséquent, il existe un nombre 
positif R 0 tel que, si z 0 donne un minimum local de |/| sur le disque fermé de 
rayon R 0 , alors 


pour tout nombre complexe t. Autrement dit, z 0 donne un minimum absolu de 
|/|. Nous allons montrer que/(z 0 ) = 0. 

Exprimons / sous la forme 


/(f) = C'o + C](f — Z 0 ) + •" + C'„(f — z 0 ) n , 

pour des constantes e ( . Si /(z 0 ) # 0, alors c 0 = f{z 0 ) # 0. Soit z = t — z 0 et 
soit m le plus petit entier > 0 tel que c m # 0. Cet entier m existe parce que / est 
supposé de degré ^ 1. On peut alors écrire 

/( t) = /i(z) = c 0 + C m z m + z m+ 'g(z) 

pour des polynômes g, et pour un polynôme /! (obtenu à partir de / par change¬ 
ment de variable). Soit z, un nombre complexe tel que zT = -c 0 /c m , et considérons 
des valeurs de z du type 

z = Àz u 
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où A est réel tel que 0 Si A ^ 1. On a 

fit) = /i(Az,) = c 0 - A m c 0 + A " 4 'zT + 'g(ÀZi) 

= c 0 [ 1 - A" -l A m ^zr + 1 c ü - , g(Az 1 >]. 

11 existe un nombre C > 0 tel que pour tout A vérifiant 0 g A ^ 1, nous avons 
|z? + 1 c 6 ‘ 1 0 (Azi)| g C et, par suite, 

|/i(Azi)| g |c 0 |(l - A m + CA”^ ■)• 

Si l’on peut maintenant démontrer que, pour A assez petit vérifiant 0 < A < 1, 
nous avons 

0 < 1 - A m + CA m+1 < 1. 

nous obtenons |/i(Az t )| < |c 0 | pour de tels A, ce qui contredit l’hypothèse 
|/(zo)| ^ |/(f)| pour tout nombre complexe t. L’inégalité à gauche est évidente 
puisque 0 < A < 1. L’inégalité à droite équivaut à CA m+1 < A m , ou encore à 
CA < 1. certainement vérifié pour des A assez petits. Cela achève la démonstration. 

Remarque. L’idée de la démonstration est en fait assez simple. Nous avons 
notre polynôme 

/i(z) = Co + c m z m + z m+ 'g(z), 

avec c m 0. Si g = 0, nous ne faisons qu’amener c m z m à l’origine en soustrayant 
un terme de même direction que c 0 . On peut le faire en extrayant la racine n-ième 
convenable comme ci-dessus. Puisque g est en général non nul, nous avons à effec¬ 
tuer quelques manipulations analytiques pour montrer que le troisième terme est 
très petit, par rapport à c m z m , et qu’il ne trouble pas le cours général de la démons¬ 
tration de façon essentielle. 


Exercices 

1. En supposant connu le résultat qu’on vient de montrer, démontrer que tout polynôme 
irréductible sur le corps des nombres réels est de degré 1 ou 2. [Indication: décomposer le 
polynôme sur le corps des complexes et prendre les couples de racines complexes conjuguées.] 

2. Démontrez qu’un polynôme irréductible de degré 2 sur K, de coelhcient dominant égal 
à 1, peut s’écrire 

(t - a) 2 + b 2 

avec a, b e R et b > 0. 



CHAPITRE VIII 

Ensembles 


§ 1 . Un peu de vocabulaire 

Ce chapitre est le plus abstrait du livre, et c’est le seul qui traite d’objets ayant 
de si pauvres structures, à savoir justement des ensembles. Le point remarquable 
est que l’on peut, avec si peu de choses en main, démontrer des résultats intéressants. 

Nous allons d’abord définir quelques termes. Soient £ et 1 des ensembles. On 
entend par famille d'éléments de E, indexée par I tout simplement une application 
/ :/—>£. Cependant, quand nous parlons d’une famille, nous écrivons plutôt /, 
que /(/), et nous utilisons aussi la notation {/,} ie/ pour désigner la famille. 

Exemple 1. Soit E l’ensemble constitué du seul élément 3. Soit I = {1, 
l’ensemble des entiers de 1 à n. Une famille d’éléments de E, indexée par /, peut 
s’écrire où tous les ai sont égaux à 3. Remarquons qu’une famille n’est 

pas la même chose qu’un sous-ensemble. Le même élément de E peut recevoir 
des indices distincts. 

Une famille d’éléments de E indexée par des entiers positifs, ou non négatifs, 
est aussi dite une suite. 

Exemple 2. On écrit souvent une suite de nombres réels sous la forme 
{x,,x 2 ,...} ou 

qui remplace l’application / : Z + -+ R telle que /((') = X;. Comme précédemment 
remarquons qu’une suite peut avoir tous ses éléments égaux, comme 

qui est une suite d’entiers, oü x, = 1 pour tout i e Z + . 

On définit une famille d'ensembles indexée par un ensemble I de la même façon, 
c’est-à-dire qu’une famille d’ensembles indexée par I est une correspondance 

i Ei 


qui à chaque i e / associe un ensemble E t . Les ensembles E, peuvent avoir ou ne 
pas avoir d’éléments en commun, et il est concevable qu’ils soient égaux. On écrit, 
comme précédemment {£;},,=/ la famille. 
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On peut définir l’intersection et la réunion de familles d’ensembles, exactement 
comme l’intersection et la réunion d’un nombre fini d’ensembles. Ainsi, si {£,} iE ; est 
une famille d’ensembles, on définit Yintersection de cette famille comme étant 
l’ensemble 


n £; 
16 / 


constitué de tous les éléments x qui sont dans tous les £ f . On définit la réunion 

U £, 


comme étant l’ensemble de tous les x appartenant à un £, au moins. 

Si £ et £' sont des ensembles, on définit £ x £' comme l’ensemble de tous les 
couples (x, y) où x e £ et y e £'. On peut définir des produits finis analogues de la 
même façon. Si E u E 2 , ... est une suite d’ensembles, on définit le produit 

oo 

U Et 

i = 1 

comme étant l’ensemble de toutes les suites (x t , x 2 , ■ ■ ■), où x ; e £,-. De façon analogue, 
si 1 est un ensemble d’indices, et {£ £ } ie/ une famille d’ensembles, on définit le produit 


n*. 

je/ 

comme étant l’ensemble de toutes les familles {x ; } ie£ , où x,e £,-. 

Soient A, Y et Z des ensembles. On a la formule 

(Au Y) x Z = (X x Z) u (Y x Z). 

Pour le démontrer, considérons (w, z) e (A u Y) x Z, oü w e X u Y et oü z e Z. 
On a donc w e A ou w e Y. Soit par exemple w e A. Alors (w, z) e A x Z. Donc 

(A u 7) x Z <= (A x Z) u (Y x Z). 

Réciproquement, A x Z est contenu dans (A u Y) x Z et Y x Z aussi. Par con¬ 
séquent leur réunion est contenue dans (A u Y) x Z, prouvant par là notre 
assertion. 

On dit que deux ensembles A et Y sont disjoints si leur intersection est vide. 
On dit que la réunion A u Y est disjointe si A et Y sont disjoints. Remarquons que 
si A et Y sont disjoints, (A x Z) et (Y x Z) le sont aussi. On peut prendre des 
produits pour des familles quelconques. Par exemple si {A f }, e/ est une famille 
d’ensembles, alors 


(u A,-) x Z = u (A,- x Z). 

iel iel 
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Si la famille {Xj} ie/ est disjointe (c’est-à-dire si X; n X; est vide pour i + j lorsque 
i,j e I), alors les ensembles X, x Z sont également disjoints. 

On a des formules analogues pour l’intersection. Par exemple. 

(X n y) X Z = (X n Z) x (Y n Z). 

Nous en laissons la démonstration au lecteur. 

Soit X un ensemble et Y une partie de X. Le complementaire de Y dans X, 
désigné par 6 X Y, ou par X - Y, est l’ensemble des éléments xe X tels que x£Y. 
Si Y et Z sont des parties de X, on a les formules suivantes 

G X (Y Z) = 6jY n G X Z, 

e x (Y nZ)= e x Y u g x z. 

Ces dernières ne sont que des formulations de définitions. Supposons, par exemple, 
que x e X et que x £ ( Y uZ). Alors x £ Y et x £ Z. Donc x e Y n G X Z. Récipro¬ 
quement si xe n G X Z, alors x n’est ni dans Y, ni dans Z, et par suite 
x e x (Y u Z). Cela démontre la première formule et nous laissons la seconde 
au lecteur. 

Exercice. Explicitez de telles formules pour le complémentaire de l’union d’une 
famille d’ensembles, et pour le complémentaire de l’intersection d’une famille 
d’ensembles. 

Soient A et B des ensembles et / : A -* B une application. Si Y est une partie 
de B, on définit /~’(Y) comme l’ensemble de tous les xeA tels que /(x)e Y. 
Il se peut que f~ *( Y) soit vide, naturellement. On appelle /~ *( Y) Yimage réciproque 
de Y (par /). Si / est injective et si Y est réduite à exactement un élément, alors 
f~\y) est soit vide, soit réduite à exactement un élément. Nous allons donner 
en exercices certaines propriétés simples de l’image réciproque. 


Exercices 

1. Soient f : A -> B une application, Y et Z des sous-ensembles de B; établissez les formules 
suivantes : 

f~'(Y u Z) = f~ ’(Y) u /- '(Z), 
f ~‘(Y n Z) = f~ ‘(Y) n f~ '(Z). 

2. Formulez et démontrez les propriétés analogues à celles de l’exercice 1, pour des familles 
de parties; montrez, par exemple, que si {Y,} is i est une famille de parties de B, 

/-'(u Y,) = u f~ ‘(Yj). 

ieJ iel 


3. Soit / : A -> B une application surjective. Montrez qu’il existe une application injective 
de B dans A. 
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§ 2 . Lemme de Zorn 

Dans le but de manipuler efficacement une infinité d’ensembles simultanément, 
nous avons besoin d’un axiome particulier. Introduisons un peu de vocabulaire 
pour l’énoncer. 

Soit E un ensemble. Un ordre partiel (aussi appelé un ordre) de E est une rela¬ 
tion, écrite x ^ y, entre certains couples d’éléments de E, ayant les propriétés 
suivantes: 

OP. 1. on a x ^ x; 

OP. 2. si x S y et y ^ z, alors x ^ z; 

OP. 3. si x ^ y et y Si x, alors x — y. 

Remarquons que nous n’exigeons pas que la relation x ^ y ou y ;£ x soit vérifiée 
par tous les couples (x, y) d’éléments de E. Certains couples peuvent ne pas être 
comparables. On écrit parfois y 2: x pour x :g y. 

Exemple 1. Soit G un groupe. Soit E l’ensemble de ses sous-groupes. Si H et H' 
sont des sous-groupes de G, on pose 

H g H' 

si H est un sous-groupe de H’. On vérifie immédiatement que cette relation définit 
un ordre partiel sur E. Etant donnés deux sous-groupes H et H' de G, on n’a pas 
nécessairement H ^ H' ou H ' ïS H. 

Exemple 2. Soit A un anneau, et soit E l’ensemble des idéaux à gauche de A. On 
définit un ordre partiel sur E d’une façon analogue à la précédente, c’est-à-dire 
en posant, pour des idéaux à gauche / et /' de A, 

I S /' 

si / c /'. 

Exemple 3. Soit X un ensemble et E l’ensemble des parties de X. Si Y et Z sont 
des parties de X, on pose Y ^ Z, si Y est un sous-ensemble de E. Cela définit un 
ordre partiel sur E. 

Dans tous ces exemples, la relation d’ordre partiel définie est dite relation 
d’inclusion. 

Si x g y et x # y dans un ensemble partiellement ordonné, on écrit alors x < y. 

Remarque. Nous n’avons pas défini le mot relation, mais cela peut se faire en 
termes d’ensembles comme suit. Par définition, une relation entre couples d’éléments 
d’un ensemble A est une partie R du produit A x A. Si x, y g A et (x, y) g R, alors 
on dit que x et y vérifient notre relation. En utilisant cette formulation, nous pouvons 
rétablir nos conditions d’ordre partiel sous la forme qui suit : pour tous x, y, z e A, 

OP 1. On a (x, x)e R. 

OP 2. Si (x, y) e R et (y, z) g R, alors (x, z) g R. 

OP 3. Si (x, y) g R et (y, x) g R, alors x = y. 
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La notation précédemment utilisée est cependant beaucoup plus facile à manier, 
et, après avoir montré comment cette notation peut s’expliciter en termes d’ensem¬ 
bles, nous continuons à utiliser la première définition que nous avons donnée. 

Soient A un ensemble partiellement ordonné, et B une partie de A. On peut 
alors définir un ordre partiel sur B en posant x g y pour x, y e B si et seulement si 
x g y dans A. Autrement dit, si R <= A x A est la partie de A x A définissant 
notre relation d’ordre partiel sur A, nous posons R 0 = R (B x B), et R 0 définit 
une relation d’ordre partiel sur B. On dit que R 0 est l’ordre partiel induit sur B 
par R, ou bien est la restriction à B de l’ordre partiel de A. 

Soit E un ensemble partiellement ordonné. Par minimum (ou plus petit élément) 
de E, on entend un élément a e £ tel que a g x pour tout x e E. De la même façon 
par plus grand élément (ou maximum, N.d.T.), on entend un élément b tel que 
x g b, pour tout x 6 E. 

On entend par élément maximal m de E un élément tel que si x e E et x 2; m, 
alors x = m. Remarquons qu’un élément maximal n’est pas nécessairement un 
plus grand élément. Il peut y avoir beaucoup d’éléments maximaux dans E, tandis 
que s’il existe un plus grand élément, il est unique (démonstration ?). 

Soit E un ensemble partiellement ordonné. On dit que E est totalement ordonné 
si, étant donnés x et y dans E, on a nécessairement x g y ou y ^ x. 

Exemple 4. Les entiers de Z sont totalement ordonnés par l’ordre usuel. Ainsi 
en est-il aussi des nombres réels. 

Soient E un ensemble partiellement ordonné et T une partie de E. Un majorant 
de T (dans E) est un élément b e £ tel que x g b, pour tout xeT. Une borne supé¬ 
rieure de T dans £ est un majorant b tel que, si c est un autre majorant, alors b ^ c. 
On dira qu’un ensemble ordonné £ est inductif si toute partie non vide totalement 
ordonnée possède un majorant. 

On dira que l’ensemble ordonné £ est strictement inductif si toute partie non 
vide de E possède une borne supérieure. 

Dans les exemples 1, 2, 3, l’ensemble ordonné est, à chaque fois, strictement 
inductifs. Plaçons-nous, par exemple, dans le cas de l’exemple 1 pour le montrer. 
Soit T une partie non vide totalement ordonnée de l’ensemble des sous-groupes de 
G. Cela veut dire que si H et H' sont dans T alors H <= H' ou H' <= H. Soit U la 
réunion de tous les ensembles de T. Alors : 

(1) U est un sous-groupe. Démonstration: si x, y e U, il existe des sous-groupes 
H et H' de T tels que x e H et y e //'. Soit, par exemple, H c H' et alors 
les deux éléments x et y sont dans H' et par suite xy e H'. Par suite xy e U. 
On a aussi x -1 e H' et x~ 1 e U. Par conséquent U est un sous-groupe. 

(2) U est un majorant de tout élément de T. Démonstration: tout H e T est 
contenu dans U, de sorte que H g U, pour tout H e T. 

(3) U est une borne supérieure de T. Démonstration: tout sous-groupe de G qui 
contient tous les sous-groupes de T contient leur réunion. 
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La démonstration du fait que les ensembles des exemples 2 et 3 sont strictement 
inductifs est entièrement analogue. 

Nous allons maintenant énoncer l’axiome mentionné au début du paragraphe. 

Lemme de Zorn. Il existe dans tout ensemble ordonné non vide et inductif un 

élément maximal. 

Nous allons voir deux exemples de la façon dlappliquer le lemme de Zorn. 

Théorème 1. Soit A un anneau non commutatif d'élément unité 1 # 0. Il 

existe dans A un idéal maximal. 

(Rappelons qu’un idéal nîaximal est un idéal M tel que M # A, et tel que, si J 
est un idéal vérifiant M c J c A, alors J = M ou J = A.) 

Démonstration. Soit E l’ensemble des idéaux propres de A, qui sont des idéaux 
tels que J # A. L’ensemble E n’est donc pas vide, puisque l’idéal nul est dans E. 
De plus, E est inductif pour l’inclusion. Pour le voir, considérons une partie non 
vide totalement ordonnée de E. Soit U la réunion de tous les idéaux de T. La 
réunion U est alors un idéal (la démonstration est analogue à celle donnée dans 
le cas de l’exemple 1). Toutefois, le point crucial est ici que U n’est pas égal à A. En 
effet, si U = A, alors 1 6 U et il y a par suite un idéal J de T tel que le J puisque U 
est la réunion des idéaux appartenant à T. Cela n’est pas possible puisque E est un 
ensemble d’idéaux propres. Par conséquent U est dans E, et est évidemment un 
majorant de T (et même une borne supérieure), et nous pouvons appliquer le 
lemme de Zorn pour conclure notre démonstration. 

Soit V un espace vectoriel non nul sur un corps K. Soit {r,} ie/ une famille 
d’éléments de V. Si est une famille d’éléments de K, tels que a t — 0 pour 

tous les indices; sauf pour un nombre fini d’entre eux, nous pouvons alors former 
la somme 

Z a.tfi- 

iel 


Si ii,...,i n sont les indices pour lesquels a f # 0, la somme ci-dessus est définie 
comme étant 


a h v h + + a u v „■ 

Nous disons que cette famille {vi} isI est libre si, chaque fois que nous avons une 
famille {ai} i6/ où les a t e K sont tous nuis sauf un nombre fini d’entre eux, et si 

Z atvt = 0, 

iel 


alors tous les a,- = 0. Pour plus de simplicité, nous abrégeons «tous sauf un nombre 
fini d’entre eux» par «presque tous». On dit qu’une famille {n,} is/ d’éléments 
de V engendrent V si tout élément veV peut s’écrire sous la forme 

V = Z CliV ; 

iel 
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pour une famille {a,} iê/ d’éléments de K , presque tous les a t étant nuis. Une famille 
{i>i}iei qui est libre et qui engendre V est dite base de V. 

Si U est une partie de V, on peut considérer U comme une famille, indexée par 
ses propres éléments. Si l’on se donne un élément a v pour chaque v e U, et si ces 
éléments sont presque tous nuis, on peut former la somme 

Z a v v. 

veV 

On peut de cette façon donner un sens au fait qu’une partie quelconque engendre V 
et est libre. On peut définir une base de V comme partie libre qui engendre V. 

Théorème 2. Soit V un espace vectoriel non nul sur le corps K. Il existe, 
dans ces conditions, une base de V. 

Démonstration. Soit E l’ensemble des parties libres de V. Cet ensemble E est 
non vide parce que pour tout v e V, v ^ 0, l’ensemble {t>} est libre. Si B et B' sont 
des éléments de E, on pose B ^ B' si B ^ B'. L’ensemble E est donc partiellement 
ordonné, et est inductif, puisque si T est une partie totalement ordonnée de E, 
alors 

u B 

BeT 

est un majorant de T dans E. Soit, d’après le lemme de Zorn, un élément maximal 
M de E. Soit veV. Puisque M est maximal, si vfc M l’ensemble M u {v} n’est pas 
libre. Par suite, il existe des éléments a w e K(we M) et b e K, non tous nuis, tels que 

bv + Z a * w = 0- 

weM 

Si b = 0, on contredit le fait que M est libre. Par suite, b ^ 0 et 

v - Z _ b~ l a w w 

weM 

est combinaison linéaire d’éléments de M. Si v e M, alors v est trivialement com¬ 
binaison linéaire d’éléments de M. Par suite M engendre V et est donc la base 
recherchée de V. 


Exercices 

1. Explicitez les démonstrations prouvant que les ensembles des exemples 2 et 3 sont 
inductifs. 

2. Explicitez la démonstration de l’assertion faite au cours de la démonstration du théorè¬ 
me 2, et par laquelle il est affirmé que u B est une partie libre. 

BeT 

3. Soit A un anneau et E un module de type fini sur A, i.e. un module possédant un nombre 
fini de générateurs v u ..., v„. Supposons que E n’est pas le module nul. Montrez que E possède 
un sous-module maximal, i.e. un sous-module M # £ tel que si N est un sous-module vérifiant 
M <= N c E, alors M = N ou N = E. 

4. Soit A un anneau commutatif et E un sous-ensemble de A non vide. Montrez qu’il 
existe un idéal M dont l’intersection avec E est vide, et maximal pour cette propriété (on dit 
alors que M est un idéal maximal ne rencontrant pas E). 
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§ 3 . Nombres cardinaux 

Soient A et B des ensembles. On dira que le cardinal de A est le même que le 
cardinal de B, et on écrit 

card (y4) = card (B) 
s’il existe une bijection de A sur B. 

On dit que card(/l) g car(B) s’il existe une application injective (injection) 
/ : A -* B. On écrit aussi card(B) 2; card(/l) dans ce cas. Il est clair que si card(v4) = 
= card (B) et card(B) = card(C), alors 

card {A) = card(C). 

Cela revient à dire que l’application composée de deux injections est injective. 
De la même façon, si card(A) = card(B) et card(B) = card(C), alors 

card(A) = card(C). 

Cela revient à dire que l’application composée de deux bijections est bijective. 
Enfin, on a de façon évidente card(A) = card(A). 

Nous allons d’abord étudier les ensembles dénombrables. Un ensemble D est dit 
dénombrable s’il existe une bijection entre D et les entiers positifs, bijection qui 
est appelée énumération de l’ensemble D. 

Toute partie infinie d'un ensemble dénombrable est dénombrable. 

On démontre facilement cela par récurrence. (Nous esquissons la démons¬ 
tration: il suffit de montrer que toute partie infinie des entiers positifs est dénom¬ 
brable. Soit D = D x une telle partie. Alors D t a au moins un élément a^. Supposons 
que nous avons défini D n par récurrence pour un entier n ^ 1. Soit D„ + x l’ensemble 
de tous les éléments de D n + ! plus grands que D„. Nous obtenons ainsi une applica¬ 
tion injective. 


n t-> a„ 

de Z + dans D, dont on voit qu’elle est surjective.) 

Théorème 3. Si D est un ensemble dénombrable, D x D est également un 
ensemble dénombrable. 

Démonstration. Il suffit de démontrer que Z + x Z + est dénombrable. Consi¬ 
dérons l’application 

(m, n) m. 2 m 3". 

C’est une application injective de Z + x Z + dans Z + , et, par suite, Z + x Z + a le 
même cardinal qu’une partie infinie de Z + , d’où la dénombrabilité de Z + x Z + , 
qu’on voulait montrer. 
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Nous avons utilisé dans cette démonstration la décomposition en nombres 
premiers des entiers. On peut également donner une démonstration du théorème 3 
qui n’utilise pas ce fait. L’idée sous-tendant une telle démonstration est illustré par 
le schéma suivant : 



Il nous faut trouver unebijectiondeZ + dans Z + x Z + . Nous appliquons 1 sur(l, 1). 
Supposons par hypothèse de récurrence, que nous avons défini une application 
injective 

/ : -► Z + x Z + . 


On veut définir f(n + 1). 

Si f(n ) = (1, k ), alors on pose f(n + 1) = (k + 1,1); 

Si f(n) = (r, k ) avec r # 1, alors on pose f(n + l) = (r-l,k+ 1). 

C’est alors une question de routine de vérifier qu’on obtient ainsi une injection 
de (1, n + 1} dans Z + x Z + . On obtient par récurrence, une application de Z + 
dans Z + x Z + qui est également bijective comme on le vérifie aisément. On peut 
décrire notre application / sur notre schéma de la façon suivante: partons du 
coin (1,1), et déplaçons-nous à l’intérieur du quadrant, en partant de l’axe horizontal 
et en nous déplaçant en diagonale et vers la gauche jusqu’à ce que nous rencontrons 
l’axe vertical et de là, repartons d’un cran plus haut vers l’axe horizon, pour recom¬ 
mencer le processus. Il est géométriquement clair que notre application passe par 
tous les points (i,j) de Z + x Z + . 


Corollaire 1. Le produit D x ••• x D (nfois) est dénombrable, pour tout entier 
n positif. 

Démonstration. Par récurrence. 
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Corollaire 2. Soit {Di,D 2 , ...,} une suite d'ensembles dénombrables, encore 
écrite {Dj} ie Z + . Dans ces conditions, la réunion 


i = I 


est dénombrable. 

Démonstration. On a, pour chaque i, une énumération des éléments de D„ par 
exemple 

Di = {an, üî2, 

L’application 

(U) üij 


est alors une application de Z + x Z + dans U, et est, de fait, surjective. Soit 

/ : Z + x Z + - U 

cette application. Il existe, pour tout aeU, un élément xeZ + x Z + tel que 
/(x) = a. et on peut écrire cet élément x sous la forme x a . La correspondance 
a h* x„ est une injection de U dans Z + x Z -1 , et on peut alors appliquer le théorème 
pour conclure. 

Dans la démonstration précédente, nous avons utilisé un cas particulier d’un 
résultat sur les cardinaux qu’il est utile d’établir en général: 

Soit f : A -* B une application surjective de A sur B. Alors 

card(B) g card(A). 

On le voit facilement, parce que, pour tout y s B, il existe un élément xeA, 
désigné par x,,, tel que /(x y ) = y. La correspondance y h» x, est alors une applica¬ 
tion injective de B dans A, d’oü par définition 

card(B) g card(A). 

Pour traiter de cardinaux quelconques, on a besoin d’un théorème peut-être 
moins trivial que dans le cas dénombrable. 


Théorème 4 (Schroeder-Bernstein). Soient A et B deux ensembles; supposons 
que card (A) ^ card(B), et que card(B) ^ card ( A ). Alors 

card(4) = card(B). 

Démonstration. Soient / : A -> B et g : B -*■ A deux applications injectives. 
Divisons A en deux ensembles Ai et A 2 disjoints. L’ensemble A i sera constitué de 
tous les x 6 A tels que, lorsque nous redescendons de x par une sucession d’applica¬ 
tions réciproques 

x, g~ ‘(x), f~ 1 ° <7~ 1 (x), g~ 1 o / “ 1 o g~ '(x),..., 
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alors nous atteignons à une certaine étape un élément de A qui ne peut pas être 
redescendu par g dans B. Soit A 2 le complémentaire de A t ; en d’autres termes, 
soit A 2 l’ensemble des xe A qui peuvent être indéfiniment descendus, c’cst-à-dire 
tels que nous soyons arrêtés dans B (i.e. que nous atteignons un élément de B 
qui n’a pas d’image réciproque par / dans A). On a alors A = A, u A 2 . Nous 
allons définir une bijection h de A sur B. 

Si x g Ai, on pose h(x ) = / (x). 

Si x e A 2 , on pose h(x) = g~ l {x) = l’unique élément y 6 B tel que g(y) = x. 

L’application h est alors injective de façon triviale. Il nous faut montrer que 
h est surjective. Soit be B. Si, lorsque nous essayons de redescendre b par une 
succession d’applications 

-° f~ l °g~' °/ _1 °g~' ° 

nous pouvons redescendre indéfiniment, ou si nous sommes arrêtés en B; alors 
g (b) appartient à A 2 et, par suite, b = h(g(b)), de sorte que b se trouve dans l’image 
de h. D’autre part, si nous ne pouvons pas indéfiniment redescendre b, et restons 
arrêtés dans A, alors f~ l (b) est défini (i.e. b est dans l’image de /), et f~\b) se 
trouve dans A t . Dans ce cas, b = h(f~ i (b)) est aussi dans l’image de h, comme il 
fallait le montrer. 

Considérons maintenant des théorèmes concernant les sommes et les produits 
de cardinaux. 

Nous allons réduire l’étude des cardinaux de produits d’ensembles quelconques, 
au produit d’ensembles dénombrables, en utilisant le lemme de Zorn. Remarquons 
d’abord qu’un ensemble infini contient toujours un ensemble dénombrable. En 
effet, puisque A est infini, nous pouvons commencer par choisir un élément ai e A, 
et le complémentaire de {«]} est infini. Par hypothèse de récurrence, si nous avons 
choisi des éléments a„ ..., a n dans A, le complémentaire de {ai, ..., a n } est infini, et 
nous pouvons choisir a„ +J dans ce complémentaire. Nous obtenons de cette 
façon une suite d’éléments distincts de A, qui fournissent une partie dénombra¬ 
ble de A. (Pour une formalisation supplémentaire de cette démonstration, cf. 
Appendice, §3.) 

Soit A un ensemble. On entend par recouvrement de A, un ensemble T de partie 
de A tel que la réunion 

Uc 

Cer 

de tous les éléments de T soit égale à A. Nous disons que T est une partition si, 
lorsque C et C' de T sont distincts, ils sont disjoints. 

Lemme. Soit A un ensemble infini. îl existe une partition de A en ensembles 

dénombrables. 

Démonstration. Soit E l’ensemble dont les éléments sont des couples (B, F) 
formés d’une partie B de A, et d’une partition de B par des ensembles dénombrables. 
L’ensemble E n’est alors pas vide. En effet, puisque A est infini, A contient un 
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ensemble dénombrable D, et le couple (D, {D}) est dans E. Si (B, T) et (B 1 , T) sont 
des éléments de E, on pose 

(B, n ^ (B', D 

pour indiquer que B c B’, et que T <= F. Soit T une partie non vide totalement 
ordonnée de E. On peut écrire T = {(B ; , r,)} ie/ pour un certain ensenble d’indices /. 
Soient 

B = kj Bi et T = u Tj. 

iel iel 


Si C, C e T et C # C\ il existe alors des indices i,j tels que C e T, et C' e T,. Puisque 
T est totalement ordonné, nous avons, par exemple, 

(B h T,) g (Bj, Tj). 

Donc, en fait, C et C' sont tous deux éléments de r, et, par conséquent, C et C' 
ont une intersection vide. D’autre part, si x e B, alors x e B,- pour un i, et par suite, 
il existe C e F tel que x e C. Par conséquent, T est une partition de B. Puisque 
les éléments de tout F sont des parties dénombrables de A, il s’ensuit que T est une 
partition de B par des ensembles dénombrables, qu’ainsi (B, T) est dans E et est un 
majorant de T. Par conséquent, E est inductif. 

Soit (M, A) un élément maximal de E, dont l’existence est assurée par le lemme 
de Zorn. Supposons M # A. Si le complémentaire de M dans A est infini, il existe 
un ensemble dénombrable D contenu dans ce complémentaire. Alors 

(M u D, A u {D}) 

est un couple plus grand que (M, A) contredisant la maximalité de (M, A). Le 
complémentaire de M dans A est donc un ensemble fini F. Soit D 0 un élément de A. 
Soit D] = D 0 u F. L’ensemble Di est donc dénombrable. Soit Ai l’ensemble 
constitué de tous les éléments de A, excepté D 0 , et de D\. L’ensemble Ai est un 
recouvrement de A par des ensembles dénombrables, comme il fallait le démontrer. 

Théorème 5. Soit A un ensemble infini, et soit D un ensemble dénombrable ; 
on a alors 


card(A x D) = card(/l). 

Démonstration. On peut écrire, d’après le lemme, 

A = kj D t 

iel 

comme partition d’ensembles dénombrables. Alors 

A x D = u (D, x D). 

iel 



NOMBRES CARDINAUX 


143 


Pour tout i e /, il y a, d’après le théorème 3, une bijection de D, x D sur D. Puisque 
les ensembles D, x D sont disjoints, nous obtenons de cette façon une bijection 
de A x D sur 4, comme souhaité. 

Corollaire 1. Si F est un ensemble fini non vide, alors 

card(4 x F) = card(A). 

Démonstration. Nous avons 

card(A) ;g card(A x F) g card(4 x D) = card(A). 

Nous pouvons alors appliquer le théorème 4 pour obtenir le résultat voulu. 

Corollaire 2. Soient A et B deus ensembles non vides, A étant fini; supposons 
que card(ô) g card(A). On a alors 

card(4 u8) = card(4). 

Démonstration. On peut écrire A u B = A vj C pour une partie C de B telle que 
C et A sont disjoints. (On prend pour C l’ensemble de tous les éléments de B qui 
ne sont pas dans A.) On a alors card(C) ^ car( A). Nous pouvons donc construire une 
injection de A u C dans le produit 

A x {1,2} 

de A avec un ensemble à deux éléments. Plus précisément, nous avons une bijection 
entre A et A x {1} d’une façon évidente, et aussi une injection de C dans A x {2}. 
Par suite 


card(A u C) ^ card(A x {1,2}). 

On achève la démonstration en utilisant le corollaire 1 et le théorème 4. 

Théorème 6 . Soit A un ensemble infini. On a alors 

card(A x A) = card(A). 

Démonstration. Soit E l’ensemble des couples (B, /) où B est une partie infinie 
de A et / : B -» B x B une bijection de B sur B x B. L’ensemble E n’est pas vide 
puisque D est une partie dénombrable de A (dont nous connaissons l’existence) 
et qu’on peut toujours trouver une bijection de D sur B x D. Si (B,/) et (B',/') sont 
dans E. (On pose (B, /) ^ (B', /') pour indiquer que B c B' et que la restriction 
de/' à B est égale à fi L’ensemble E est alors partiellement ordonné, et nous affir¬ 
mons que E est inductif. Soit T une partie non vide totalement ordonnée de E, 
et constituée, par exemple, des couples (B,,/) pour des i appartenant à un certain 
ensemble / d’indices. Soit 


M = u B h 
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Nous allons définir une bijection g : M -+ M x M. Si x e M, alors x appartient à 
un certain B,. On pose g(x) = / f (x). Cette valeur / f (x) ne dépend pas du choix du 
B, auquel appartient x. En effet, si x e Bj, pour un certain j e /, alors, par exemple, 

(B, /,) $ (B,, f } ). 

Par hypothèse, B, c; Bj, et //x) = /,(x), de sorte que g est bien définie. Pour 
montrer que g est surjective, considérons x, y € M et (x, y) e M x M. Alors x e Bj 
pour un certain ie / et y e Bj pour un certain j e /. Mais puisque T est totalement 
ordonnée, on a, par exemple, (B„ /,) g (Bj, f j). Donc B,- c Bj, et x,yeBj. Il 
existe un élément b e Bj tel que f )(b) = (x, y) e Bj x Bj. Par définition, g(b ) = (x, y), 
de sorte que g est surjective. Nous laissons le soin de démontrer que g est injective 
—achevant ainsi la démonstration du fait que g est une bijection— au lecteur. 
On voit alors que (M, g) est un majorant de T dans E, et donc que E est inductif. 

Soit (M, g) un élément maximal de E, et soit C le complémentaire de M dans A. 
Si card(C) g card(A), alors 

card(M) ;£ card(A) = card(M u C) = card(M), 

d’après le corollaire 2 du théorème 5; par suite, card(M) = card(A), d’après le 
théorème de Bernstein. Puisque card(M) = card(M x M), la démonstration est 
faite pour ce cas. Si card(M) ^ card(C), il existe une partie M i de C ayant même 
cardinal que M. Considérons 

(M u Mi) x(MuMi) = (MxM)u(Mi x M) u (M x Mi) u (M, x M x ). 

D’après l’hypothèse faite sur M et le corollaire 2 du théorème 5, les trois derniers 
ensembles entre parenthèses du membre de droite de cette égalité ont même 
cardinal que M. Donc 

(M u Mi) x (M u M,) = (M x M) u M 2 , 

où M 2 est disjoint de M x M et de même cardinal que M. Définissons maintenant 
une bijection 

gi : M u M, -*• (M u A/i) x (M u Mi). 

Posons gi(x) = gr(x) si xeM, et prenons pour restriction de gii à Mi n’importe 
quelle bijection de M, sur A4 2 . Nous avons de cette façon prolongé gàMuM,,et 
le couple (MuMj,ÿ|) est dans £, contredisant ainsi la maximalité de (M, g). 
Le cas card(M) ^ card(C) ne peut donc pas avoir lieu, et notre théorème est 
démontré. 

Corollaire 1 . Si A est un ensemble fini, et si A in) = A x x A est le produit 
de n fois A, alors 

card(A ( " 1 ) = card(A). 

Démonstration. Par récurrence. 
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Corollaire 2. Si A X ,...,A„ sont des ensembles non vides et si 

cardMi) g card(/l„) 

pour i = 1, n, alors 

card(/li x ••• x A „) = card(A„). 

Démonstration. On a 

card(,4 n ) g card(^i x ••• x A„) tg card(A„ x ••• x A„), 

et on achève la démonstration, en utilisant le corollaire 2 et le théorème de 
Schroeder-Bemstein. 

Corollaire 3. Soit A un ensemble infini, et soit <ï> l'ensemble des parties finies 
de A. Alors 


card(d>) = card(A). 

Démonstration. Soit d>„ l’ensemble des parties de A ayant exactement n éléments, 
pour tout entier n = 1,2,... Montrons d’abord que card (d) n ) g card (A). Si Fets un 
élément de <D„, on ordonne les éléments de F de n’importe quelle façon; on pose, 
par exemple, 

F = {x,,..„x„}, 

et on associe l’élément (xj,..., x„) e A {n) à F, par 

F I-» (Xi,..., x„). 

Si G est une autre partie de A à n éléments, par exemple si G = {y,, ...,y„}> et si 
G # F, alors 

(xi,...,x„) # (y u ...,y„). 

Par conséquent, notre application 

Fl-» (x,, ...,x„) 

de <î>„ dans A M est injective. On en conclut, d’après le corollaire 1, que 

card(<I>„) g, card(,4). 

Mais les <b„. pour n = 1,2. forment une partition de <l>, et on montre en 

exercice que card(d>) g card(/l) (cf. exercice 1). Puisque 

card(A) g card(O), 

(car, en particulier, card(<t>i ) = card(A)), on voit que notre corollaire est démontré. 

Nous allons voir, au théorème suivant, qu’étant donné un ensemble, il en existe 
toujours un autre de cardinal supérieur. 
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Théorème 7 . Soit A un ensemble infini et soit T l'ensemble à deux éléments 
{0,1}. Soit F l’ensemble des applications de A dans T. Alors 

card(A) ^ card(M) et cardM) # card(M). 

Démonstration. On définit, pour tout xe A, 

f x :A^{ 0 , 1 } 

comme étant l’application telle que f x (x) = 1 et f x (y) = 0 si y ■£ x. L’application 
x\~* f x est évidemment une injection de A dans M, de telle sorte que cardM) g 
£ card(M). Supposons que card (A) — card(M). Soit 

xi-> g x 

une bijection entre A et M. On définit une application h : A -*■ (0,1} en posant: 

h(x) = 0, si g x (x) = 1, 

h(x) =1, si g x (x) = 0. 

On a certainement /i # g x pour tout x, ce qui contredit l’hypothèse que x i -> g x 
est une bijection et prouve le théorème 7. 

Corollaire Soit A un ensemble infini, et E l’ensemble des parties de A. Alors 
cardM) g card(E) et cardM) # card(E). 

Démonstration. Nous la laissons en exercice. [ Indication: si B est une partie 
non vide, utilisez la fonction caractéristique <p B telle que 

(p B {x) =1, si xe B, 

<Pb(x) = 0, si xjÉS. 

Que pouvez-vous dire de la correspondance Bh ç9 B ?] 

Exercices 

1. Démontrez l’assertion faite dans la démonstration du corollaire 3 du théorème 6. 

2. Soient A un ensemble infini, et 4>„ l’ensemble des parties de A à n éléments. Montrez que 

card (A) g card (<t>„) 

pour ni 1. 

3. Soient A U A 2 ,... des ensembles infinis; supposons que 

card (Ad g card (A) 

pour un ensemble A et pour tout i. Montrez que 

card ( u Ai) g card (A). 

i = i 

4. Soit K un sous-corps du corps des nombres complexes. Montrez que pour tout entier 
n 2: 1, le cardinal de l’ensemble des extensions de K de degré n dans C est S card (K). 
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5. Soient K un corps infini, et E une extension algébrique de K. Montrez que card (E) 
= card (K). 

6. Terminez la démonstration du corollaire du théorème 7. 

7. Si A et B sont des ensembles, on désigne par F(A, B) l’ensemble de toutes les applications 
de A dans B. Si B et B' sont de même cardinal, montrez que F{A, B) et (/•'(/!, B ) ont même 
cardinal. Montrez que F(A, B) et F(A', B) ont même cardinal si A et A’ ont même cardinal. 

8. Soit A un ensemble infini et notons en abrégé «, le cardinal de A. On abrège card(71) 
en fi pour un ensemble infini B. On pose a/i = card(T x B). Soit B' un ensemble disjoint de A 
tel que card(B) = card(B'). On pose a + /? = card(/f \j B'). On désigne par B A l’ensemble de 
toutes les applications de A dans B, et on désigne cardfB -4 ) par Soit y l’abréviation de card(C) 
pour un ensemble C infini. Démontrez les assertions suivantes: 

(a) a(/J + y) - ap + ay; (b) <xp = fia-, (c) ’’ = aV'. 

9. Soit K un corps infini. Démontrez qu’il existe un corps algébriquement clos K contenant K 
comme sous-corps et algébrique sur K. [Indication : soit ü un ensemble de cardinal strictement 
supérieur au cardinal de K , et contenant K. Considérez l’ensemble C de tous les couples 
(£, cp), où E est une partie de Q telle que K <= E, et où q> désigne une loi d’addition et de multipli¬ 
cation sur E qui en fait un corps dont K est un sous-corps, et telle que E soit algébrique sur K. 
On définit un ordre partiel sur C d’une façon évidente; montrez que C est inductif, et qu’un 
élément maximal de C est algébrique sur K et algébriquement clos. Vous aurez besoin de 
l’exercice 5 à la dernière étape de la démonstration.] 

10. Soit K un corps infini. Montrez que le corps des fractions rationnelles K(t) est de même 
cardinal que K. 

11. Soit J„ l’ensemble des entiers {1,..., n}. Soit Z" 1 l’ensemble des entiers positifs. Montrez 
que les ensembles suivants ont même cardinal: 

(a) l’ensemble F(Z H , J„) de toutes les applications de Z' 1 dans J„, 

(b) l’ensemble F(Z H , J 2 ) de toutes les applications de Z -1 dans J 2 , 

(c) - l’ensemble de tous les nombres réels x tels que 0 ^ x < 1, 

(d) l'ensemble de tous les réels. 

[Indication: utilisez les développements décimaux.] 

12. Si vous connaissez la représentation des réels par les fractions continues, montrez 
que F(Z' 1 , Z 4 ) a même cardinal que l’ensemble des nombres réels. 


§ 4 . Ensembles bien ordonnés 

On dit qu’un ensemble A est bien ordonné, s’il est totalement ordonné, et si toute 
partie B non vide de A possède un plus petit élément, i.e. un élément ae B tel que 
a ^ x pour tout x e B. 

Exemple 1. L’ensemble Z + des entiers positifs est bien ordonné. Tout ensemble 
fini peut être bien ordonné, et un ensemble dénombrable peut être bien ordonné: 
une bijection quelconque de D avec Z + fera de D un ensemble bien ordonné. 

Exemple 2. Soit D un ensemble dénombrable bien ordonné. Soit b un élément 
d’un certain ensemble, tel que b fi D. Soit A = D u {b}. On pose x S b, pour tout 
xeD. L’ensemble A est alors totalement ordonné et, en fait, il est même bien 
ordonné. 
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Démonstration. Soit B une partie non vide de A. Si B est réduite à {b}, alors b 
est le plus petit élément de B. Sinon B contient un élément a e D. L’intersection 
B n D n’est alors pas vide, et par suite possède un plus petit élément, qui est 
évidemment un plus petit élément de B. 

Exemple 3. Soient et Z> 2 deux ensembles dénombrables, tous deux bien 
ordonnés; supposons que Di n D 2 est vide. Soit A = D t kj D 2 ■ On définit un ordre 
total dans A en posant x < y pour tout x e Di et tout y e D 2 . En utilisant le même 
genre de raisonnement qu’à l’exemple 2, on voit que A est bien ordonné. 

Exemple 4. Etant donné une suite d’ensembles dénombrables disjoints, on 
définit A = u Di par récurrence, et on définit un ordre qui fait de A un ensemble 
bien ordonné en ordonnant chaque D t comme Z + , et en posant x < y lorsque 
xe Di et y e Du i. On peut illustrer cette situation comme suit 


Di D 2 Di 

Théorème 8 . Tout ensemble infini non vide peut être bien ordonné. 

Démonstration. Soit E l’ensemble de tous les couples (X, R) où X est une partie 
de A et R un ordre total qui fasse de X un ensemble bien ordonné. L’ensemble E 
n’est pas vide, lorsque, étant donnée une partie D dénombrable de A, on peut 
toujours en faire une partie bien ordonnée en l’ordonnant comme les entiers positifs. 
Si (X, R) et (Y, Q) sont éléments de £, on pose (X, R) g (Y, Q) si X <= Y, si la rectric- 
tion de Q à X est égale à K et si tout élément y e Y, y £ X est tel que x < y pour tout 
x e A". L’ensemble E est alors partiellement ordonné. Pour montrer que E est 
inductif, considérons une partie T non vide et totalement ordonnée de E, et posons, 
pour fixer les idées, T = {(Àj-, Ri)}i Ê i- Soit 

M = u Xi. 

iel 

Soient x, y e M. Il existe ij e / tels que x 6 AT,- et y e Xj. Puisque T est totalement 
ordonné, on a, par exemple, (A',- ,Rj g ( Xj,Rj ). Les deux éléments x et y sont 
donc dans Xj. On pose x ^ y dans M si x g y dans Xj. On voit facilement que 
cette définition est indépendante du choix du (A 'j,Rj) dans lequel sont x et y, et 
on vérifie de façon triviale qu’on a ainsi défini un ordre total sur M, que nous 
désignons par (M, P). Nous affirmons que M est bien ordonné par cet ordre total. 
Considérons, pour le voir, une partie N non vide de M. Soit x 0 e N. Il existe 
alors un certain i 0 e / tel que x 0 e X in . La partie N n Aj n n’est pas vide. Soit a 
un minorant de cette partie. Nous affirmons que a est en fait le plus petit élément 
de N. Soit xeN. L’élément x appartient donc à un certain A’,-. Puisque T est totale¬ 
ment ordonné, on a 

(X u Rd g (X i0 , Rj ou (X i0 , Rj è (^, Ri). 

Dans le premier cas, xeA' i c X io et, par suite, a rg x. Dans le second, si x £ Àj- 0 , 
alors a ex par définition. Cela démontre que (M, P) est bien ordonné. 



DEMONSTRATION DU LEMME DE ZORN 


149 


Nous avons par conséquent démontré que E est inductif. Il existe, d’après le 
lemme de Zorn, un élément maximal (M, P) dans E. L’ensemble M est bien ordonné, 
et il ne reste plus qu’à montrer que M = A. Supposons M ^ A, et soit z un élément 
de A tel que z çé M. Soit M' = M u {z}. On définit un ordre total sur M' en posant 
x < z, pour tout x e M. L’ensemble M' est alors bien ordonné: considérons, pour 
le voir, une partie N non vide totalement ordonnée de M'. Si N a M n’est pas vide, 
alors iVnMaun plus petit élément, qui est évidemment un plus petit élément 
de N. Si N n M est vide, alors N = {z}, et alors z lui-même est un plus petit élément 
de N. Cela contredit le fait que M est maximal dans E. D’où M = A; notre théorème 
est démontré. 

§ 5 . Démonstration du lemme de Zorn 

Le lemme de Zorn n’est pas intellectuellement tout à fait satisfaisant comme 
axiome, parce que ce qu’il affirme est trop compliqué, et parce qu’on ne peut pas 
aisément concrétiser l’existence de l’élément maximal assurée par son énoncé. 
Nous allons montrer dans ce paragraphe comment on peut déduire le lemme de 
Zorn d’autres propriétés des ensembles, que chacun trouve tout de suite intellec¬ 
tuellement acceptables. 

A partir de maintenant, et jusqu’à la fin de la démonstration du théorème 9, A 
est un ensemble non vide partiellement ordonné et strictement inductif. Rappelons 
que strictement inductif signifie que toute partie non vide totalement ordonnée 
possède une borne supérieure. Supposons que nous nous soyons donnés une 
application / : A -* A telle que pour tout xe A, nous avons x ^ /(x). 

Soit a e A. Soit B une partie de A. On dit que B est admissible si 

(1) B contient a, 

(2) on a f(B) c B, 

(3) la borne supérieure de toute partie T totalement ordonnée de A est dans B. 
La partie B est aussi strictement inductive pour l’ordre induit par A. Nous allons 
le démontrer: 

Théorème 9 (Bourbaki). Soit A m ensemble non vide partiellement ordonné 

et strictement inductif. Soit f : A -* A une application telle que, pour tout xe A, 

x :g /(x). Il existe alors un élément x 0 e A tel que f(x 0 ) = x 0 - 

Démonstration. Supposons que A soit totalement ordonné. Il y a alors, par 
hypothèse, une borne supérieure b e A, et on a alors 

b è f(b) è b, 

de sorte que dans ce cas, notre théorème est clairement prouvé. Tout le problème 
va être de ramener le théorème à cette situation. Autrement dit, nous avons besoin 
de trouver une partie admissible totalement ordonnée de A. 

Si nous excluons de A tous les éléments xe A tels que x ne soit pas ^ a, les 
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éléments restants constituent évidemment une partie admissible. On peut alors 
supposer, sans restreindre la généralité des hypothèses, que A possède un plus 
petit élément a, c’est-à-dire que a g x pour tout xe A. 

Soit M l’intersection de toutes les parties admissibles de A. Remarquons que 
A lui-même est une partie admissible, et que toutes les parties admissibles de 
A contiennent a, de sorte que M n’est pas vide. De plus, M est lui-même une partie 
admissible de A. Pour voir cela, considérons xe M. L’élément x est alors dans 
toute partie admissible, si bien que f{x) est aussi dans toute partie admissible 
et que, par suite, /(x)eM. Par conséquent f(M) a M. Si T est une partie non 
vide totalement ordonnée de M, et si b est la borne supérieure de T dans A, alors 
b se trouve dans toute partie admissible de A, et donc se trouve dans M. Il s’ensuit 
que M est la plus petite partie admissible de A. telle que toute partie admissible de 
A contenue dans M soit égale à M. 

Nous allons démontrer que M est totalement ordonné, et- prouver par là le 
théorème 9. 

[Nous faisons tout d’abord quelques remarques qui n’appartiennent pas à la 
démonstration, mais aident à comprendre les lemmes qui suivent. Puisque ae M, 
on voit que f(a)e M, que / ° f(a)eM, et qu’en général f(a)e M. De plus 

a û f(a) è f 2 (a) g ... 

Si nous avons une égalité quelque part dans cette suite d’inégalités, nous en avons 
terminé, aussi pouvons-nous supposer que les inégalités sont toutes strictes. Soit 
D 0 l’ensemble totalement ordonné {/"(«)}„go- L’ensemble D 0 a donc l’allure 
suivante: 

a < f(a) < f 2 (a) < ■■■ < f"(a) < ••• 

Soit a i la borne supérieure de D 0 . On peut alors former 

a i < /(ai) < f 2 (cii) ••• 

de façon à obtenir D u et on peut poursuivre ce procédé pour obtenir 

d u d 2 ,... 

Il est clair que D u D 2 ,... sont contenus dans M. Si nous savions exprimer de façon 
précise le fait qu’on peut construire une chaîne sans fin de tels ensembles dénom¬ 
brables, nous pourrions obtenir ce que nous cherchons. Le noeud de la question 
est que nous sommes actuellement en train de démontrer le lemme de Zorn, lequel 
est l’outil le plus naturel à utiliser pour assurer l’existence d’une telle chaîne. 
Remarquons cependant qu’étant donnée une telle chaîne, ses éléments possèdent 
deux propriétés: si c est un élément d’une telle chaîne et si x ^ c, alors /(x) g c. 
De plus, il n’y a aucun élément entre c et /(x), et si x est un élément de la chaîne, 
alors x c ou f(c) ^ x. Nous allons démontrer deux lemmes qui montrent que 
les éléments de M possèdent ces propriétés.] 

Soit ce M. Nous disons que c est un extremum de M si lorsque xe M et x < c, 
alors /(x) ^ c. Pour tout extremum ce M, posons 

M c = {xe M tels que x S c ou /(c) ^ x}. 
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Remarquons que M c n’est pas vide car a lui appartient. 

Lemme 1. On a M c — M, pour tout extremum c de M. 

Démonstration. Il va suffire de démontrer que M c est une partie admissible. 
Soit xe M c . Si x < c alors /(x) g c, de sorte que f{x)e M r Si x = c, alors f(x) 
= f(c) dans M c . Si /(c) g x, alors /(c) g x g /(x), de telle sorte qu’une fois de 
plus /(x)e M c - Nous avons donc démontré que f(M c ) c M c . 

Soit T une partie totalement ordonnée de M„ et soit b la borne supérieure 
de T dans M. Si tous les éléments x e T sont g c, alors b g c et b e M c . S’il existe 
x e T tel que /(c) ^ x, alors /(c) ^ x ^ b, de sorte que b est dans M c . Cela dé¬ 
montre notre lemme. 

Lemme 2. Tout élément de M est un extremum. 

Démonstration. Soit E l’ensemble des extremums (ou extrema) de M. L’ensemble 
E n’est alors pas vide, car a e E. Il va suffire de démontrer que E est une partie 
admissible. Démontrons d’abord que f(E ) <= E. Soit ce E. Soit x e M et supposons 
que x < /(c). D’après le lemme 1, M = M c et par suite, on a soit x < c, soit x = c, 
soit /(c) g x. Cette dernière éventualité ne peut pas avoir lieu, parce que x < /(4 
Si x < c, alors /(x) ^ c ^ /(c). 

Six = c, alors /(x) = /(c),d’où/(£) <= E. Enfin, la partie T de £ est totalement 
ordonnée. Soit b sa borne supérieure dans M. Soit x e M, x < b. On doit montrer 
que /(x) g b. On sait, d’après le lemme 1, que pour tout t e T, on a M, = M d’où 
x5t ou / (t) S x. Si, pour un îeT, on a x | t, alors /(x) ^ / (f) g b et nous 
avons terminé. Sinon ona/(t)gx pour tout te T, d’où le fait que c est un majorant 
de T et l’inégalité impossible b ^ x. Cela démontre que £ est admissible, et notre 
lemme est démontré. 

Nous voyons maintenant de façon triviale que M est totalement ordonnée. 
Soient en effet x,yeM. Le point x est un extremum de M d’après le lemme 2, et 
y e M x , si bien que y g x ou 

x g /(x) g y, 

démontrant ainsi que M est totalement ordonnée. Comme on l’a remarqué précé¬ 
demment cela achève la démonstration du théorème 9. 

Nous allons obtenir le lemme de Zorn essentiellement comme corollaire du 
théorème 9 et nous l’obtenons tout d’abord sous la forme légèrement plus faible 
qui suit: 

Corollaire 1. Soit A un ensemble non vide et strictement inductif. Il possède un 

élément maximal. 

Démonstration. Supposons que A n’a pas d’élément maximal. Il existe alors 
pour tout xe A un élément y x e A tel que x < y x . Soit f : A -* A l’application 
telle que /(x) = y x pour tout x € A. L’ensemble A et / vérifient alors les hypothèses 
du théorème 9, et l’application du théorème 9 mène à une contradiction. 
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La seule différence entre le corollaire 1 et le lemme de Zorn réside en ce que, dans 
le corollaire 1, on suppose qu’une partie non vide totalement ordonnée possède 
une borne supérieure (un plus petit majorant, N.d.T.), au lieu d’un majorant. 
C’est, cependant, fort simple de ramener le lemme de Zorn à la forme d’apparence 
plus faible du corollaire 1. C’est ce que nous faisons au corollaire 2. 

Corollaire 2 (lemme de Zorn). Soit E un ensemble non vide et inductif. Il 

possède un élément maximal. 

Démonstration. Soit A l’ensemble de toutes les parties non vides totalement 
ordonnées de E. L’ensemble A n’est pas vide, puisque toute partie de E réduite 
à un élément appartient à A. Si X, Y e A, on pose X ^ Y pour indiquer que X cz Y. 
L’ensemble A est alors partiellement ordonné, et est en fait strictement inductif. 
Soit en effet T = {Xi} ie i une partie totalement ordonnée de A. Soit 

Z = kj X t . 

iel 

L’ensemble Z est alors totalement ordonné. Considérons, pour le voir, les éléments 
x et y de Z. On a alors x e X t et y e Xj pour des indices i et j de /. Puisque T est 
totalement ordonnée, on a, par exemple X t <= Xj. Par suite x, y e Xj, et, puisque 
Xj est totalement ordonné, x ^ y ou y g x. L’ensemble Z est alors totalement 
ordonné, et est évidemment une borne supérieure de T dans A. On tire alors du 
corollaire 2 le fait que A possède un élément X 0 maximal. Cela veut dire que X 0 
est une partie totalement ordonnée maximale de E (non vide). Soit m la borne 
supérieure de X (t dans E. L’élément m est l’élément maximal cherché de E. En effet, 
si x e E et si m g x, alors X 0 u {x} est totalement ordonnée, donc égale à X 0 du 
fait de la maximalité de X 0 - On a donc x e X 0 et x S m. Par suite x = m, comme 
on veut le démontrer. 

Remarque. Le niveau auquel nous sommes arrivés dans les raisonnements de ce 
chapitre permet une axiomatisation déjà élaborée de la théorie des ensembles. 
Puisque tous les raisonnements faits dans ce chapitre sont aisément acceptables 
pour des mathématiciens professionnels, il est de bonne politique de nous en tenir 
là, sans plus essayer de regarder les choses de façon plus fondamentale. 

On peut, cependant, s’intéresser à ces fondements en eux-mêmes si on en a le 
goût. Nous renvoyons le lecteur amateur du sujet à des livres techniques traitant 
de ces questions. Nous faisons quand même une remarque supplémentaire sur la 
démonstration du lemme de Zorn. Lorsque le lecteur relit le corollaire 1, il constate 
que nous disons: «soit f : A-* A une application telle que /(x) = y*». Lorsque 
l’on pose les fondements de la théorie des ensembles, on a besoin d’un axiome 
particulier pour assurer l’existence d’une telle application. Cet axiome s’appelle 
Yaxiome du choix, si bien que ce que nous avons démontré, c’est que l’axiome du 
choix implique le lemme de Zorn. Indépendamment énoncé, l’axiome du choix 
dit ceci : 

Soit {Ei} iei , une famille d'ensembles, tous supposés non vides. Il existe alors une 

famille d'éléments {x f } fe /, où chaque x.-eE;. 
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Nous avons défini, au corollaire 2, et pour tout xe A, la partie B x comme 
étant l’ensemble des y€ A tel que x < y. Si aucun B x n’est vide et en prenant 
A = I, on obtient l’existence de la famille par l’axiome du choix. Mais, 

comme on l’a dit au début du paragraphe, pour qui fait-elle problème? 



Appendice 


§ 1 . Les entiers naturels 

Le but de cet appendice est de montrer comment on peut obtenir axiomatique- 
ment les entiers, en utilisant exclusivement le vocabulaire et les propriétés élémen¬ 
taires des ensembles. 

Supposons qu’on se soit donné une fois pour toutes un ensemble N appelé 
ensemble des entiers naturels, et une application a : N —» N, vérifiant les axiomes 
suivants (de Peano): 

EN 1. Il y a un élément 0 e N. 

EN 2. On a <x(0) # 0, et si on désigne par N + l'ensemble des n e N tels que n ^ 0, 
alors l'application x l-> <r(x) est une bijection entre N et N + . 

EN 3. Si P est une partie de N, si 0 € P et si a(n) e P lorsque ne P, alors P = N. 

On désigne souvent cr(n) par n' et on imagine n' comme le successeur de n. Le 
lecteur a reconnu dans EN 3 l’axiome de récurrence. 

Désignons <r(0) par 1. 

Notre prochain travail va être de définir une addition et une multiplication 
entre entiers naturels. 


Lemme 1. Soient f : N -> N et g : N -> N deux applications telles que 

m = m 

f(0) = g(0)et 
dans ces conditions, f = g. 


g(n') = g(n)' ; 


Démonstration. Soit P la partie de N formée des n tels que /(n) = g(n). Comme 
P satisfait évidemment les conditions de EN 3, on a P = N, ce qui démontre le 
lemme. 

Pour tout m e N, on veut définir m + n pour n e N, de telle sorte que 
(l m ) m + 0 = m et m + n' = (m + n)', pout tout îteN. 

D’après le lemme, cela n’est possible que d’une façon. 


154 



LES ENTIERS NATURELS 


155 


Si m = 0, on pose 0 + n = n pour tout nsN. L’égalité l m est donc évidemment 
vérifiée. Soit Q l’ensemble des m e N pour lesquels on peut définir m + n pour 
tout ne N de façon à ce que (l m ) soit vérifiée. Alors 0 e Q. Supposons que meQ. On 
pose pour tout n e N. 

m' + 0 — m' et m' + n = (m + n)’. 

On a alors 

m' + n' = (m + nj = ((m + «)' )' = (m' + n)'. 

Par suite (l m ) est vérifiée et m' e Q. Cela démontre que Q = N, et que nous avons 
bien défini l’addition pour tous les couples (m, n) d’entiers naturels. 

On démontre aisément les propriétés de l’addition. 

Commutativité. Soit E l’ensemble des entiers naturels m tels que 

(2 m ) m + n = n + m pour tout n e N. 

L’élément 0 est évidemment dans E, et si me E, alors 

m' + n = (m + n)' = (n + m)' - n + m', 

ce qui démontre que E = N, comme on le voulait. 

Associativité. Soit E l’ensemble des entiers naturels tels que 

(3 m ) (m + n) + k = m + (n + k), pour tous n, k e N. 

L’élément 0 est alors dans E. Supposons que me E. On a alors 

(m' + n) + k - (m + n)' + k = ((m + n) + k )' 

= (m + (« + k))' = m' + (a + k), 

ce qui démontre que E — N, comme on le voulait. 

Régularité. Soit m un entier naturel. Nous disons que l’élément m est régulier, 
si, pour tous k, n e N vérifiant m + k = m + n, on a k = n. Soit E l’ensemble des 
éléments réguliers. L’élément 0 € E, et si m e E, alors 

m' + k = m' + n implique (m + k)’ = (m + n) 1 . 

Puisque l’application x x' est injective, il s’ensuit que m + k = m + n, d’où 
k = n. En appliquant EN 3, on trouve E = N. 

Pour l’étude de la multiplication et d’autres propriétés, il nous faut généraliser 
le lemme 1. 

Lemme 2. Soit E un ensemble, et soit (p : E -» E une application de E dans 
lui-même. Soient f et g deux applications de N dans E. Si 

\ fl»') = <P 0 fin), 
fl 0) = gr(0) et < 

gin’) = (p f gin), 


pour tout ne N, alors f = g. 
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Démonstration. Triviale par récurrence. 

Il résulte du lemme 2 qu’il y a, pour tout entier naturel m, au plus une façon 
de définir un produit mn satisfaisant à 

mO = 0 et mn’ = mn + m, 

pour tout ne N. Nous définissons en fait le produit de la même façon que nous 
l’avons fait pour l’addition, c’est-à-dire par récurrence; on démontre alors d’une 
façon analogue que ce produit est commutatif, associatif et distributif, i.e. tel que 

m(n + k) = mn + mk, 

pour tous m,n,ke N. Nous laissons les détails au lecteur. 

On obtient ainsi toutes les propriétés d’anneau, à l'exception de celle de groupe 
additif: il nous manque les inverses additifs (qui sont les opposés, N.d.T.). Re¬ 
marquez que 1 est un élément neutre pour la multiplication, c’est-à-dire que 
1 m = m pour tout m e N. 

Il n’est pas aussi facile de démontrer que les éléments non nuis sont réguliers 
pour la multiplication, c’est-à-dire que si mk = mn et m / 0, alors k = n. Nous 
laissons encore cela au lecteur. Remarquons, en particulier, que si mn # 0, alors 
m # 0 et n # 0. 

Rappelons qu’un ordre sur un ensemble X est une relation x ^ y entre certains 
couples (x, y) d’éléments de X, satisfaisant les conditions (pour tous x, y, ze X): 

OP 1. On a x S x. 

OP 2. Si x ^ y et y ^ z, alors x ^ z. 

OP 3. Si x S y et y S x, alors x = y. 

L'ordre est dit total si, étant donné x, y e X , nous avons x :§ y ou y ^ x. On écrit 
x < y si x S y et x # y. 

On peut définir un ordre sur N en posant n ^ m s’il existe k e N tel que m — n + k. 
La démonstration du fait qu’il s’agit d’un ordre est de routine et laissée au lecteur. 
C'est là en fait un ordre total, et nous allons le prouver. Etant donné un nombre 
naturel m, soit C m l’ensemble des n e N tel que n g m ou m g n. L’élément 0 appar¬ 
tient certainement à C m . Supposons que ne C m . Si n = m, alors n’ = m + 1, de 
sorte que m ^ n’. Si n < m, alors m = n + k’ pour un k e N, de telle sorte que 

m = n + k’ = (n + k)’ = n’ + k, 

et n' S m - Si m S n, alors pour un certain k, on a n = m + k, de sorte que 
n+\—m + k+ l et m^n+l. D’après EN 3, C m = N, prouvant par là que 
notre ordre est total. 

Il est maintenant facile de démontrer les propositions habituelles concernant 
les inégalités comme 

m < n si et seulement si m + k < n + k pour un k e N, 

m < n si et seulement si mk < nk pour un k e N, k # 0. 
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On peut également remplacer le «pour un» par «pour tout» dans ces deux propo¬ 
sitions. Les démonstrations sont laissées au lecteur. Il est également facile de 
démontrer que si m et n sont des entiers naturels et si m â » â m + 1, alors m — n 
ou n - m 4- 1. Nous en laissons la démonstration au lecteur. 

Démontrons maintenant la première propriété mentionnée au chapitre I, §2 
concernant les entiers, à savoir le fait que N est bien ordonné: tout sous-ensemble 
non vide F de N possède un plus petit élément. 

Pour le voir, considérons T la partie de N constituée de tous les n tels que 
n g x pour tout xeE. L’élément 0e T et T # N. Il existe par conséquent me T 
tel que m + 1 fé T (par récurrence !). Alors me E (sinon m < x pour tout xe E, 
ce qui est impossible). Il est donc clair que m est le plus petit élément de E, comme 
on le voulait. 

Nous avons supposé connues au chapitre VIII les propriétés des cardinaux finis. 
Nous allons maintenant les démontrer. Soit, pour tout entier naturel n =£ 0, J„ 
l’ensemble des entiers naturels x tels que 1 g x ;g n. 

Si n = 1, alors J„ = {1}, et il n’y a qu’une seule application de J t dans lui-même. 
Cette application est évidemment bijective. Rappelons qu’on dit que deux ensembles 
A et B ont même cardinal s’il existe une bijection de A dans B. Puisqu’un produit 
de composition de bijections est une bijection, il s’ensuit que si 

card(A) = card(B) et card(B = card(C), 

alors card(A) = card(C). 

Soit m un entier naturel 2: 1 et soit k e J m -. Il existe dans ces conditions une 
bijection entre 

J m ' - {k} et J m 

on définit / : J m — {k} -» J m , de façon évidente par 

f : x t-* x si x < k, 

f : x l—► <x~ ‘(x) si x 2: k. 

On définit g : J m -*■ J m - - {k}, par 

g : x (-» x si x < k, 

gf : x (—> cr(x) si x ^ k. 

Alors f og et g° f sont les identités correspondantes, de telle sorte que f et g 
sont des bijections. 

Nous en déduisons que, pour tous les entiers naturels m ^ 1, si 

b . J m * J m 

est une injection, alors h est une bijection. En effet, cela est vrai pour m = 1, et par 
hypothèse de récurrence, supposons que l’assertion soit vraie pour un m ï 1. 
Soit 

tP • dm' Jm 
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une injection. Soit r e J m . et soit s = <p(r). On peut alors définir une application 

<P0 ■ Jm' { r } -+ Jm‘ {s} 

par x m- <p(x). Le cardinal de chaque ensemble J m - {r} et J,„- - {s} est le même 
que celui de J m . Par hypothèse de récurrence, cp 0 est une bijection, et par suite w 
aussi, comme on le voulait. 

Nous déduisons de ce qui précède que si 1 g m < n, une application 

f ■ J„ -* J m 

ne peut pas être injective. Sinon, d’après ce qu’on a vu, f(J m ) = J m et fin ) = /(x) 
pour un x tel que 1 ^ x ^ m, de sorte que / n’est pas injective. 

On dit, étant donné un ensemble A, que card(/l) = n (ou le cardinal de A est n, 
ou que A possède n éléments) pour un entier naturel n jâ 1, s’il existe une bijection 
de A avec J„. D’après les résultats précédents, un tel entier n est uniquement déter¬ 
miné par A. On dit aussi que A est de cardinal 0 s’il est vide. On dit que A est fini 
s’il est de cardinal n pour un entier naturel n. C’est alors un simple exercice que de 
montrer les propositions suivantes: 

Si A et B sont des ensembles finis et si A n B est vide, alors 

card(A) + card(B) = card(A u B). 

De plus, 

card(/l) card(fî) = card(/l x B). 

Nous en laissons la démonstration au lecteur. 


§ 2 . Les entiers 

Ayant les entiers naturels, nous voulons définir les entiers (ou entiers relatifs, 
ou encore entiers rationnels, N.d.T.). Nous allons le faire comme on le fait à l’école 
primaire: il n’y a pas de meilleure façon. 

Pour tout entier naturel n^O, nous choisissons un nouveau symbole noté — n, 
et désignons par Z l’ensemble constitué de la réunion de N et de tous les symboles 
— n pour n e N, n # 0. Il nous faut définir l’addition sur Z. Si x, y e N l’addition 
est la même que celle de N. On pose pour tout x e Z, 

0 + x = x + 0 = x. 

Cela est compatible avec l’addition définie au §1 pour x e N. 

Soient m, n e N, tous deux non nuis. Si m = n + k pour un k e N, on pose 

(a) m + (-n) = (-n) + m = k; 

(b) (-m) + n = n + (-m) = -k si k # 0, et =0 si k = 0; 

(c) (-m) + i-n) = -(m + n). 
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Etant donnés x,ye Z, non tous deux dans N, une au moins des situations (a), 
(b) ou (c) s’applique à leur somme. 

11 est alors fastidieux mais facile de vérifier que Z est un groupe additif. 

Définissons maintenant la multiplication dans Z. Si xjeN, on utilise la multi¬ 
plication de N. Pour tout x e Z, on pose Ox = xO = 0. 

Soient m, n e N et tous deux non nuis. On pose : 

( — m )n = n( - m) = - (mn) et ( — m){ — n) — rrm. 

C’est alors une démonstration de routine qui prouve que Z est un anneau com¬ 
mutatif, en fait intègre dont l’élément unité est l’élément 1 de N. On obtient de cette 
façon les entiers. 

Remarquons que Z est un anneau ordonné au sens du chapitre VIII, §1 parce 
que l’ensemble des entiers naturels # 0 vérifie toutes les conditions données dans 
ce chapitre, comme on le constate directement à partir de nos définitions de la 
multiplication et de l’addition. 


§ 3 . Ensembles infinis 

Un ensemble A est dit infini s’il n’est pas fini (et en particulier, pas vide). 

Nous allons démontrer que tout ensemble infini contient un ensemble dénombrable. 
Choisissons un élément x dans chaque partie T non vide de A. Nous allons démon¬ 
trer par récurrence, que, pour tout entier positif n, on peut trouver des éléments 
x lt ...,x„e A, déterminés de façon unique, tels que Xi = x A si l’élément choisi 
correspond à l’ensemble A lui-même, et tels que pour tout k = 1 , ...,n - 1, l’élé¬ 
ment x k+I est l’élément choisi dans le complementaire de {xi,.... x*}. Quand 
n = 1, il n’y a rien à démontrer. Supposons l’assertion démontrée pour n > 1. 
Soit alors x„+ i l’élément choisi dans le complémentaire de {xj, ..., x„}. Si xi, ..., x„ 
sont déterminés de façon unique, x„ + i aussi. Cela prouve ce que nous voulons. 
Puisque les éléments x l5 ..., x„ sont distincts, pour tout n, il s’ensuit, en particulier, 
que la partie de A constituée de tous les x„ est un ensemble dénombrable, tel qu’on 
en cherchait un. 
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Les locutions contenant un adjectif sont classées à celui-ci 


abélien (groupe), 11 

abélienne (extension), 166 

absolue (valeur), 1L2, 113 

additif (groupe), 11 

adique (développement p-), 10, 65 

adique (valeur absolue p-), 124 

adjonction, 96 

algébrique (nombre), 94 

algébrique (extension), 94 

algébriquement clos, 57 

algébriquement indépendants (éléments), 78 

alterné (groupe), 33 

anneau, 39 

anneau des entiers modulo n, 46 
auneau quotient, 46 
application, 6 

arbitrairement grand (nombre), 115 
archimédien (corps), 115 
assez grand (nombre), 114 
associativité, 11 
automorphisme d’anneau, 52 
automorphisme de corps, 101 
automorphisme de groupe, 22 
axiome du choix, 152 

base, 81 

Bernstein (théorème de), 140 
bijection, 17 

bijective (application), 17 
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